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2l Introducao
= Membro sujeito a forca axial P, carga transversal

q(z) em N/mm apoiada sobre uma fundagao
elastica com constante k (N/mm/mm)

Coordenadas

WZ

y

Deslocamenos
correspondentes

u,vew




2 Introducao
- = Asecéo transversal esta no plano xy - corte da segéo

= Para que ndo ocorra torgao, os esforgos cortantes V,
e V, deveriam atuar no centro de cisalhamento (S)

AR

centroide (C)

centro de cisalhamento (S) WV

dz

Todas as forgas sao positivas
P é constante
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sz=Or.//+kvd2 — qdz —W+dV)=O

dv
dV = (kv—q)dz masdV =—dz
dz
dv
 — ky— 1
dz v—4a [1]
) dz
S My =0 M+Vdz— qdz(Z) + kvdz () — (M + dM) — Pdv = 0
dM dv
masdM = —dz e dV =—dz
dz dz
vz — adz () + kvdz [2) = (M) dz — P dz = 0 e dividindo por d
VA CIZ 2 vaz 2 dZ YA dZ Z = elVlanpOrZ

. dz\ , (dz\_(dM) _dv _
1\ Y\ 72 dz dz



[1] em [3], tem-se

|4

“o(5) () (&)

como dz — 0 tem—se que

dZ—Ode—O
qz—evz—

2]

3]

P dv + am V=0
dz dz B
diferenciando — se em relacao a dz
p d*v N d*M dVv _ 0
dz?  dz? dz
p d*v N d*M "
dz2 " dzz 0T [4]




m Engenharia Civil

Introducao

d?v d*M d?v
= kv — - M= —FEl—
p 7,2 + 1,2 kv—q edaRMtem — se que 7 [5]
M _ g4 g
dz? dz* v
d?v d*v
6] em [4], tem-se PF — Elﬁ =kv—q | EIVY—Pv"+kv=gq

. Para El constante
CaSOS es peC|a|s (séo desprezadas as deformacgdes por cisalhamento)

k=0eP=0 - EIVY=gq viga
k=0eq=0 - EIV'V + Pv" =0 —— coluna
k=0eP+ . EIV'Y"—Pv" =q —— vigaem tragio
k=0eP— . EIV'Y+ Pv" = q —— viga-coluna

P=0 « EIVV+ kv = q —— Viga sobre base elastica
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Introducao EIVY — Pv' + kv = g

- = Solugdo de uma equagcdo diferencial é v = f(z) e
entdo, encontram-se M, V e q diferenciando-se
sucessivamente onde

dZ

v
M= —E]— = —EIv" e V=M + PV
dz?

= As constantes na solugao sao obtidas atraves da
avaliacao das condicoes de contorno. A solugao
geral pode ter duas partes:
v’solucdo homogénea quando o L.D.E. for zero (v,)

v'solugao particular quando o L.D.E. for # 0 (v,)

V= vpt+ 0




Introducao

Possiveis solugdes particulares

'i- J i \
XPCECIVE HEFEl

EIv"Y — Pv" + kv =g

L.D.E. Up
Aq a,
Aqz a1z + a,
A q z° a,z* + a,z + ag
A q eRz a,ekz
AqcosR, a;cos R, + a,sen R,
AqsenR, a;cos R, + a,sen R,

Para calcular as constantes a,,

, a,, substitua na E.D. As constantes nao

dependem das condigoes de contorno. Se o termo em v, também aparecer em v,,, deve-

se multiplicar v, por z.



2 Introducao

- = SolugBes homogéneas

q
Pl by P g g
(—_—)-——Z>
) ! vy, = Cy + Cyz + C3cosh(Az)+ Cysenh(Az)
P = tracao
El, = constante 1 = /P/EI
k=0

P = compressao
El, = constante
k=0

WL

q
P P
. erryeyeeyeeeeee———

El

ELV'Y + Pv" =q
Z
vy, = C; + Cy,z + C3cos(Az)+ Cysen(Az)

2= |P/g




4 Introducao
- = SolugBes homogéneas

P P ELvVV+Pv"' =0
B R

El z
v=v, =C;+ Cyz+ C3cos(Az)+ Cysen(Az)
P = tracao

El, = constante 1= /P
k=0eq=0 /EI

G e

L _ _ _ _ _ _ =
5= 0 v, = C; + Cyz + C3z% + C, 23
El, = constante

k=0




Introducao

il

Solugdes homogéneas

P=0
El, = constante

q
El_llvvvvvvll _______ § ELVY + kv =q
AAAAAA
w\ yvh = e”i [Cycos(Bz) + Cysen(Bz)]+

kv

+ e~ [C3cos(Bz) + Cusen(Bz)]
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Viga sujeita a carga de compressao P e carga variavel w

I[VA

e, LTI )

, Tz
EL,v'"Y + Pv" = wysen (T)
vV=v,+ 1,

vy, = Cy + Cyz + C3cos(Az)+ Cysen(Az) com A= 1/P/EI

nz nz ~ p
v, = a,cos |— )+ a,sen(—) onde nao ha termos de v, em vy,
p L L p



Exemplo 1

- = Viga sujeita a carga de compress&o P e carga variavel w

[[¥4
l.ll w—wosen( )
SN

) L ]

Uy = a €08 (%) T dpsen (%)

v = —q. Tcen (” )+ a, ~ cos (nz)
P~ 1p L “L L

vll — _q T cOS (TCZ) a m’ Ssen (TEZ)
p - 1 LZ L 2 Lz L

rrr __ TL-3 T[Z TL’B TL’Z
UVp = 13 Sen L -2 L3 cos L

o 7_[_4, T[ + 77:4' TL'Z
vp’ = @y cos | )+ a; g sen|—



Exemplo 1

" Substituindo-se as derivadas pertinentes na ED

vl = —q Ui cos (nz) a m’ sen (nz)
mZ p 12 L 212 L
EL.v'Y + Pv" —wosen( )_

L vV =aqa 7T—4cos (E)+ a 7T—Llisen (E)
p = Y1 a L 2 14 L
Bl 4 (nz) 4 Z N
a, — COS +a —sen( )
L4 L 24 L
nz 2 nz mZ
Pl—a4 —cos - a, —sen = wgsen | —
L L2 L L
4 4 2

El.aq 7;—4005 (722) + El.a, 7;—45871 (ﬂLZ) — Pay 7;—2605 (722) — Pa, —Sen( )
- wosen (%)




Tz mt 2 ] nZ mt 2
sen(T) EIvaF—PazL—Z—wO +COS(T) Elxalﬁ—Palﬁ =0
zy | mt 2 ]
sen (T) ElvaF—Pazﬁ—wo =0 [1]
zy | mt 2
cos (T) Elxal F — PCl1 F =0 [2]

Considere em [2],
. TZ que n&o € possivel, z=L/m deve ser satisfeito
(i) cos (—)

L para todo valor de z
ou
ou

(i) a1 =0



Exemplo 1

Colocando termos em evidéncia e desmembrando

nz mt 2

sen (T) El.a, i Pa, Tz Wo| = 0 [1]
Considere em [1],

mt T Wo
Elxa2_4_Pa2_2 = Wy o az = 71-4- 71-2

L L EIxF — Pﬁ

_ nz nz)_ o nz
vp—alcos(L)+azsen(L) Eln_:_Pn_zsen(L)
XL L

= Substituindo-se na solugao geral

Comov=v,+v, € Vnp= C, + Cyz + C3cos(Az)+ Cysen(Az)

w Z
v =C;+ Cyz+ C3cos(Az)+ Cysen(Az) + p— 0 —5 sen (T)
ElTr—PTz
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Exemplo 1

Fazendo-se as derivadas em relacéao a z

v =C; + Cyz + C3cos(Az)+ Cysen(Az) + nZ)O — Sen (%)
El. 73— P77
v' = C, — AC3sen(Az)+ AC4cos(Az) + Z)O 5 %cos (?)
El, 73— P77

W VIVA
v' = C, — AC3sen(Az)+ AC,cos(Az) + 3 - cos (_)
T m L

El Tz — P
w T TZ
v'" = —2% C3c05(12)—-1* Cysen(Az) — 3 : 7 Sen (T)
T T
ElL Tz~ P
W TZ
v = =2 C3cos(Az)-A* Cysen(Az) — 20 Sen (_)
T L
ELLZ —p

2



Exemplo 1

Agora satisfazendo-se as condigdes de contorno
(@Q)Emz=0,M=0e M = —EIv" —v"=0

Portanto,

0)
= —)? C3co/s({) -2 C4w) — s%) =0
x LZ _

22C3=0 | C3=0 | sendod="/g
(b)Emz=L,M=0eM = —Elv" —v"=0

Portanto, 0 . 0
v = —)% C4cos(AL)-2% Cysen(AL) — 20 sen —) =0
EL.L —p L

X L2
-A% Cpsen(AL) = 0 mas 2> # 0 4 Cpsen(AL) = 0

2
para sen(AL) =0 tem-se (AL) =mweP = EI,C7LT—2 onde os deslocamentos —«

2
ou C, = 0 valido para todos os valores de P exceto para P = Elx%



Exemplo 1

Agora satisfazendo-se as condigdes de contorno
(c)Emz=0,v =0

Portanto, 0
Wy T
v==_C + C};/}%o(s(ﬂ,z)-lyé(n()lz) + 2 5 Sen/(725(= 0
T T L
Iy L4 Pﬁ
C1 = O

(dEmz=L,v =0

Portanto, 0
v==_C+C,L -I—/Qg/co(s(AL)%n(/lL) + nZ)O —7 SenjT ) =0
x L4 —P LZ
Cz == O
L* Z
Finalmente, W nzy  COmiEL " (T)
v=—y — sen( T ) =

B P
Eepm—P (1 _nZEIx/L2>



Exemplo 1

Finalizando

w L—4 sen (E) W L—4 sen (E)
Om4EIL, L O m*EI, L
V= =
) | (-7D)
nZEIx/ Per g
L2
4
Nota-se que se P = 0 tem-se que v = w, ,T4LE, Sen (%)

E se P # 0 tem-se que os deslocamentos crescem na proporgao de

P
(1 — ) vezes
P cr,E

P

Este termo (1 — ) é chamado fator amplificador

cr,E

Entado se P = P., i, 0s deslocamentos tornam-se infinitos, ou seja, se a
coluna tem P, ; aplicada, ela ndo suportara a introdugéo de cargas laterais



Exemplo 2

. Viga sujeita a carga de compressao distribuida g

IV
(T

ELV"Y =q
Vp = C]_ + sz + C3ZZ + C4_Z3
Up — a1

Mas v, esta contida em v;. Logo, toma-se v, = a,z*

Portanto,

v, =4a,23 ;v = 12a,2%50"", = 240,z e vy’= 2444

il



wgenharia Civil

Exemplo 2

"= Substituindo-se na ED inicial

VT
4 El A ?

ELw'" = qmas vy = 24a,
El,24a, = q - a, = q/24E,x

4
_ _ a4z
v, = a,z*= / 24EL,

4
V=V + vy =0C;+Cz+ C3z* + Cyz° + 77 /24E1x



Exemplo 2

| Obtendo-se as demais derivadas
v = Cl + sz + CSZZ + C4ZB + qZ4/24EIx

3
V' =Cy+2C3z +3C2° + 9% [egy,

V' =205+ 60,z + qu/ZEIx
= Agora aplicando as condigoes de contorno
(@) Emz=0,M=0e M =—-EIv" —-v'"=0

Portanto, v’ —263+6C//+/Z/2E1 =0 | C3=0
(b)Emz=L,M=0e M =—-EIv" —-v"=0
4
Portanto, v'' = C/ " 2Elx_0 C4=_qL/12E1x
(c)Emz=0,v= C;=0
(d)Emz=L,v=0

Portanto, v = C,L + (— QL/lelx) L3

qL* _0 e —ab
T /24E1x—0"‘32—

/241,




Exemplo 2

= Finalmente
v = Cl + CzZ + C3Zz + C4Z3 + qZ4/24EIx

_ql3z B qLZ3/ qz4/ _ qz* 2qLz° ql3z
v = / 24F1, 1261, J2apr, = l2apr, =" J2apn,t " 24kl

= Apartir dessa solucéo (deslocamentos), pode-se obter:
v’ v'(tangente a elastica)
v" v"'(curvatura) para obtencdo do momento: M = E L, v"
v v'"" para obtencéo do cortante: V = EL.v""’
v v’ para obtencéo da carga distribuida g

Deflexac Inclinacao e Equacao da
Viga e carregamento | Linha elastica maxima extremidade linha elastica
i
] Iy
T ———L
Pritdhd : Sl wil? w

{ Jr ll l | o L - + y = (' = 202" + L'x)

i riX e ixﬁ._,--’ 3B4ET 24ET ' 24ET

S —— ~3b—=l




