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1. Introdugdo

O que leva a falha de uma estrutura?

Um engenheiro sempre deve considerar possiveis modos de falha ao projetar
uma estrutura. Algumas delas séo:

O escoamento em tensdes baixas;
As deformacdes e deflexdes; e
A fadiga provocada por ciclos de carregamentos repetidos.

Para evitar os tipos de falha mencionados acima, devem ser considerados
critérios de projeto baseados em resisténcia (tensédo) e rigidez (deflexao).

Este capitulo, porém, aborda como tema principal outro modo importante de
falha: a flambagem.

Um exemplo tipico desse fenbmeno pode ser observado ao se aplicar uma
carga axial a uma régua (Figura 1). Outro exemplo classico envolve uma trelica com
duas barras, sendo que uma esta submetida a compressao e outra a tracao (Figura 2).

Figura 1 - Carga axial elemento esbelto Figura 2 - Trelica de duas barras

Nesses dois exemplos, pesos sao adicionados até que seja atingida uma
determinada carga: 0 Paiico do elemento sob compressao. Apds esse limite, o
elemento subitamente deflete lateralmente sob a carga compressiva axial.

Anteriormente, na analise de deformacfes axiais, considerava-se que,
mesmo sob carregamento compressivo, 0 elemento que sofria carregamento
axial permanecia reto e as Unicas deformacgdes possiveis eram a reducao ou o
alongamento do elemento na dire¢cdo longitudinal.
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CAPITULO 1 FLAMBAGEM

Porém, estudos aprofundados observaram que a partir de um determinado
valor em carregamentos axiais de compressdo, a régua ou a barra comprimida da
trelica ndo permanecem mais retas, ou seja, defletem lateralmente de modo subito,
como uma viga. Esta deflexdo lateral ocasionada pela compressdo axial é
denominada flambagem.

Falhas por flambagem sé&o frequentemente subitas e catastréficas, por isso, a
sua prevencao é de grande importancia.

1.2 Estabilidade de Estruturas

Todo e qualquer problema de Engenharia Civil envolve equilibrio. Neste
capitulo, é necessario definir os tipos de equilibrio associados a diferentes formas de
estabilidade.

Este conceito pode ser demonstrado muito claramente considerando-se o
equilibrio de uma esfera sobre trés superficies diferentes.
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A Figura 3 apresenta trés situacdes em que a esfera estd em equilibrio, ou
seja, >)F, =0, >F, =0 e > M=0. Na primeira parte da Figura 3, a esfera encontra-

se em equilibrio estavel, pois, seja qual for o deslocamento provocado nela, quando
solta, a esfera retornara sempre a posicao de equilibrio no fundo do “vale”.

No ultimo quadro da Figura 3, apesar da esfera estar na posicado de equilibrio,
qualquer deslocamento aplicado a ela fard com que ela se afaste cada vez mais da
posicéo de equilibrio inicial, o que caracteriza um equilibrio instavel.

E, finalmente no meio da Figura 3, a esfera encontra-se sobre uma superficie
perfeitamente plana, na qual se obtém uma configuracdo de equilibrio neutro. Se a
esfera for ligeiramente deslocada para qualguer um dos lados, ela ndo tem tendéncia
a se mover nem para a posicao original, nem para um ponto além. Com isso, apos
esse evento, a esfera estara em equilibrio, novamente, numa posicao deslocada da
original.
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1.2.1 Aplicagao do Equilibrio a Elementos Submetidos a Compressao

Deseja-se dimensionar a coluna AB de comprimento L que vai suportar a carga
P conforme apresentado na Figura 4 a seguir. O elemento AB é tido como
perfeitamente reto e rigido e considera-se que nao héa friccado no pino em A e que a
carga P é aplicada no eixo do elemento.

Inicialmente, poderiamos concluir que a coluna estaria bem dimensionada se a
area A da secdo transversal fosse escolhida de modo que o valor da tenséo (c = P/A)
em qualquer ponto da barra esteja abaixo da tensé&o admissivel o,, do material

utilizado e se a deformacédo (6 = PL/AE) se mantiver dentro das especificacbes
recomendadas.

No entanto, o fenbmeno de flambagem pode ocorrer na barra. Ao aplicar a
forca P; em vez de permanecer com o0 seu eixo retilineo, a coluna se torna
subitamente encurvada. Quando isso ocorrer, sob um carregamento especificado no
célculo, significa que a coluna nao foi dimensionada corretamente.

| |

— B

e ——

_~Elemento
" rigido

| ~Mola A =0

P X

2y /ALs . linear de —
0 4 torgdio

) “’,‘r

A, =P

)

Na Figura 4 no ponto A, observa-se uma mola com constante elastica k,. Ao

ser provocado um deslocamento na barra, a mola produz em A um momento de
restauracdo Mar que tende a retornar o elemento a sua posicdo original. Este
momento em A é proporcional ao angulo de deflexdo 6 do elemento AB em relagéo a
vertical.

Mar =Ky.0 Equagéo 1
Ao girar a barra de um angulo # muito pequeno, 0 momento provocado pela

forca P é dado por:
M, =PLsenéd Equacéo 2

Ou seja, para diferentes valores de P e de ¢ tem-se situacdes de equilibrio
distintas. Combinando-se as duas equagfes anteriores, 0s sistemas tém as seguintes
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condi¢des para os equilibrios estavel, neutro e instavel:

Estavel Neutro Instavel
Mpp <Mpg Mpp = Mg Mup > Mg
PLsend <k,.¢ PLsend =k,.0 PLsend > k,.0 Equagdo 3

Em Engenharia Civil, lidamos, apenas, com pequenas deformacdes, ou seja, 6
tende a zero. E quando o angulo # é pequeno, send =@ e a Equacao 3 tem 0S
seguintes desdobramentos:

Estavel Neutro Instavel

P<P P=P

cr cr

P>P, Equacéo 4

Onde:

Ko
Pe = T Equacdo 5

A carga que define a transicdo entre o equilibrio estavel e o equilibrio instavel é
a chamada carga critica P, . A perda de estabilidade do equilibrio € chamada de

flambagem, de modo que também chamamos P, de carga critica de flambagem.

Para ilustrar adequadamente a relacéo entre a carga aplicada e a estabilidade
do sistema estrutural, observemos o diagrama de equilibrio apresentado na Figura 5
abaixo. Trata-se de um gréfico de carga P versus o angulo de deflexdo ¢. O ponto B,
onde o diagrama de equilibrio se divide, é chamado de ponto de bifurcacao.
Exatamente no ponto B, onde P =P, o equilibrio do elemento € neutro.

Na configuragdo vertical, ou seja, 8 =0, representada pela linha tracejada,
obtém-se uma situacéo de equilibrio instavel acima do ponto B; e uma situacao estavel
abaixo dele. Configuracdes alternativas de equilibrio estavel ocorrem ao longo das
curvas BC e BC’, com 8 #0.
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P
Fonto de bifurcagao
8=0(neutro, P = Fcr) :
I
c’ ! c 8 =0 (instavel)
I
! P>
B i
.
For :K'Te 8 =0 (estavel)
=R
i

1.3 Férmula de Euler para Colunas com Extremidades Articuladas

No exemplo da Figura 4, observou-se o comportamento de uma barra rigida
associada a uma mola de tor¢do quando submetida a compressdo. Em casos reais, as
colunas possuem uma flexibilidade atribuida ao material e ndo respondem como o
exemplo citado acima. Para nos aproximarmos da realidade, analisemos através da
Figura 6 uma coluna ideal com pinos em suas extremidades.
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¥ vix) P
(a) Coluna ideal. (b) Configuragiio flambada. (¢) Diagrama de corpo (d) Diagrama de corno fivee de
livre de toda a coluna parte da coluna.
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Para a simplificagdo do modelo, algumas hipéteses sédo consideradas:

i.  Inicialmente, a coluna é perfeitamente reta;
i. O material gue a comp&e tem comportamento linear elastico;
ii.  Os pinos das extremidades passam pelo centroide da secao transversal;

iv. A coluna tem liberdade para girar pelos pinos sem que haja friccdo, assim,
as restricdes desses apoios sdo equivalentes aquelas de uma viga bi-
apoiados;

v. A coluna é simétrica em relacdo ao plano xy e qualquer deflexao lateral da
coluna ocorrera neste plano; e

vi. A coluna recebe uma for¢ca axial compressiva P aplicada através do pino
superior.

1.3.1 Configura¢ao Flambada

Analisando os valores atribuidos a essa carga:

P<P, Equilibrio estavel: a coluna permanecera reta e seu
comprimento sera reduzido. A tensdo axial & uniforme e regida
pela equacgdo: o =P/A.

P=P, Equilibrio neutro

Para determinar a carga critica P,, e a configuracdo da coluna flambada, deve-

se determinar o valor da carga P quando a coluna estiver ligeiramente fletida e em
condicéo de equilibrio.

1.3.2 Equilibrio de Colunas Flambadas

Analisando o diagrama de corpo livre da Figura 6, obtém-se:
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wix)
Py SV=0->A=P
Mx) ' = IM=0->Ma,=0
: SH=0>A,=0
A__a_

V. v(x)

Como XMa = 0, tem-se:

M) =—-P.vX) Equagéo 6

Em vigas submetidas a flexdo, o momento de curvatura é definido pela
equacdo M(x) =ELv"; onde v"(x) = d?v/dx?.

Substituindo-se na equacgéo acima o M(x) da Equacéo 6, tem-se:

ElLV'(X) =-P.\MX)

ELV'(X)+P.MX) =0 Equagao 7

Esta € a equacao diferencial que governa a deformada de uma coluna com
extremidades em pino. Trata-se de uma equacédo diferencial ordinaria, homogénea,
linear e de segunda ordem.

As condi¢des de contorno para um elemento vinculado por pinos séo:
v(0)=0 ev(L)=0 Equacéo 8
A presenca do termo v(x) na Equagéo 7 significa que ndo se pode integrar duas
vezes a equacdo para se obter a solucdo. De fato, apenas quando El for constante,

existird uma solucao simples para esta equagdo. Sendo assim, a Equacdo 7 € uma
equacao diferencial ordinaria com coeficientes constantes.

A Equacédo 7 pode ser reescrita dividindo-se todos os termos por El:

1 M(x) é considerado positivo quando ha compresséao nas fibras na direcdo positiva de y.
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, P.v(x
V' (X)+ I\-:/(I ) =0 Equacéo 9

Adotando-se A% =P/El, tem-se:
V"(X) + AZV(X) =0 Equa(;éo 10
A solucdo geral desta equacgédo diferencial ordinaria, homogénea, linear e de
segunda ordem é:
V(X)) =C,senix + C, cos Ax Equacéo 11
Deseja-se encontrar um valor para A e conhecer as constantes de integracdo

Ci1 e Cy, tal que as duas condicbes de contorno apresentadas na Equacgdo 8 sejam
satisfeitas.

V(0)=0=C;seni0+C,cos10=0
C,.0+C,.1=0
C,=0
VL) =0=C;seniL+C,cosiL =0
C,seniL +0.cos AL =0

C,seniL =0

Obviamente que, se C; = C, = 0, a deflexdo v(x) sera zero em todos os pontos
e apenas obtém-se a configuracéo retilinea original.

Como se deseja uma configuracao de equilibrio alternativa - Figura 6 (b) - deve-
se encontrar um valor de A que satisfaca a equacdo com C; # 0, ou seja, A deve
satisfazer a equacao caracteristica:

seni L =0

n.z
A =—:n=1 2 3,...
1 ],

n

Como 4?> =P/El, tem-se:

P n’z?El Equagéo 12
n— L2

A funcdo que representa a configuracdo da coluna deformada é chamada
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Modo de Flambagem ou Modo de Forma. A constante C determina a diregao
(caracterizada pelo sinal) e a amplitude da deflexdo da barra que é pequena e
arbitréaria.

O valor de P no qual a flambagem vai realmente ocorrer € obviamente 0 menor
valor dado pela Equacéo 12, ou seja, n = 1.

B 7°El Equac&o 13
="

cr

Essa € a carga de flambagem de Euler para colunas bi-rotuladas.

E o modo de flambagem correspondente é descrito em:

V(X) = C.ser(”TXj Equagéo 14

vix) vix)

(a) orniginal

(c) modo 2

A carga critica para uma coluna ideal é conhecida como carga de flambagem
de Euler, devido a Leonhard Euler (1707-1783), matematico suico que estabeleceu a
primeira teoria para flambagem para colunas.

O modo de flambagem também pode ser chamado de modo de flambagem
fundamental ou, até mesmo, primeiro modo. Deve-se observar que a carga aplicada
para que ocorra 0 modo 1 de flambagem da Figura 7 (b) é quatro vezes menor que a
carga aplicada para que ocorra 0 modo 2, Figura 7 (c). Ou seja, € mais natural que a
coluna se deforme segundo o0 modo 1 de flambagem. O modo 2 de deformacédo so6
ocorrerd na presenga de um suporte lateral em x =L/2, um tipo de travamento para
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CAPITULO 1 FLAMBAGEM

impedir que a flambagem ocorra do primeiro modo.

A expressdo da carga de Euler pode ser escrita em termos de tensdao,
resultando em uma equacéo da tensao critica de flambagem:

_ Py _7’E(A?)
AT A
°E
Ocr = 2 .
L Equacao 15
Sendo:
o A tensdo critica (de flambagem elastica);
E O modulo de elasticidade do material (ou médulo de Young);
r= % o0 raio de giracéo; e
L 0 comprimento do elemento entre suportes.

A razdo L/r, apresentada na equacao acima, representa o indice de esbeltez
A de uma coluna.

No grafico abaixo, tenséo critica versus indice de esbeltez, o comportamento
do aco estrutural e da liga de aluminio esta caracterizado através das seguintes curvas
de flambagem:

O¢r (MPa)/|

412 |

(E=200,0GPa)

42 89 200 Lr
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Através do exposto acima, algumas caracteristicas de flambagem eléstica de

colunas ideais podem ser citadas:

Vi.

Um material com maior médulo de elasticidade E, provoca um aumento
direto na capacidade de carga de flambagem elastica de um elemento.
Essa propriedade, que representa a rigidez mecénica do material, atua
diretamente nas equacgdes de tensdo e carga critica de flambagem;

A carga de flambagem ¢é inversamente proporcional ao quadrado do
comprimento da peca, conforme verificado na Figura 7;

A equacdo de Euler vale apenas para colunas “longas”, ou seja, é valida
para tensdes criticas até o limite de proporcionalidade a compressédo do
material o, . Quando nao se conhece o, , o limite de escoamento de

s

compressao o, € usualmente utilizado na substituigdo do primeiro. Os

y
indices de esbeltez 4 que marcam o limite de validade da equacédo de
Euler para o aco e para uma liga de aluminio estdo evidenciados no grafico
acima,

Maiores momentos de inércia | fornecem
maiores cargas de flambagem. Para
atingir maiores valores, podem-se utilizar
secbes transversais maiores, vazadas e
gue conservem a d&rea anteriormente
empregada. Entretanto, se a parede da
secao transversal for muito fina, a peca
podera sofrer flambagem local, como pode
ser visto no cilindro curto da Figura 82.

Se 0s momentos principais de inércia da
secdo transversal da coluna forem

desiguais, como no caso de perfis I, a
coluna flambard em relacdo a secéo
transversal de menor inércia. Essa
situacao é valida quando nao ha restricbes
a flambagem produzidas por condicbes de
contorno que forcem a coluna a flambar de outro modo; e

Quando o indice de esbeltez 4 é muito grande, como por exemplo, em
L/r > 200, a tensao critica atingida na flambagem é muito pequena. Nesses
casos, o projeto deve ser modificado porgue a resisténcia do material esta
subutilizada. A alteracdo nas condicfes de contorno pode ser uma das
solugdes para diminuir o A de projeto.

2 Figura 8 — falha por flambagem de um cilindro de paredes finas comprimidas axialmente
(Fonte: fotografia de W. H. Horton; de Computerized Buckling Analysis of Shells, por D.
Bushnell, 1985).
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Exemplo 1.1

Qual é a carga compressiva maxima que pode ser aplicada
ao elemento da Figura 9 em liga de aluminio submetido a
compressao, com 4m de comprimento, se o elemento é
carregado de uma maneira que permite rotacao livre nas suas
extremidades e se um fator de seguranca de 1,5 contra falhas
deve ser aplicado?

Figura 9 - Secao transversal

Dados:

E = 70GPa Es carga de falha

~ carga admissivel
o, = 270MPa
L=4m

ro = 45mm

r = 40mm
Solucao:

Momento de Inércia de segdes circulares:

zr®  z{as® - 40)
4 4

Considerando a “rotac&o livre nas suas extremidades” e o calculo da carga pela
equacao de Euler (a tenséo atingida € menor que a tensdo de escoamento):

72El 7270000 7(45* — 40*)

P =
L? 40007 4

cr

P, =52247N = 52,247kN

P, 52247

_Pa _ — 3913MPa <
%o TTA T 7452 —a0? o

Como a tensao critica € menor que a tensédo de escoamento, confirma-se a hipétese
anterior e conclui-se que o elemento sofrera flambagem elasticaem A =L/r =133.

Célculo da carga admissivel:

P 5225
P —_o 2922 _3/48KkN
am T Es T 15
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Exemplo 1.2

Uma coluna de extremidades articuladas tem secéo transversal quadrada de 2m de
comprimento. Esta coluna € constituida de pinho com E = 13GPa e o, =12MPa

para compressédo na direcdo paralela as fibras. Usando um coeficiente de seguranca
de 2,5 no célculo da carga critica de Euler para flambagem, determinar a dimensao da
sec¢do transversal, de modo que a coluna possa resistir com seguranca a uma forca de
100kN.

Solucéo:

P, =P.mFS =100.25 = 250kN
Pela equacdo de Euler:

7%El P,L*> 250.10°.20002
Po =7 =l=—"5—= 2
L 7E 7°.13000

| =7,794.10°mm?*

Sendo a se¢do quadrada:

a=*%12.1=%12.7,794.10° = 98,34mm
Adotando a = 100mm, verificamos a tensao:

3
o - P_ 100.10 _ 10MPa

A 1002

A tensdo na secdo adotada é menor que a tensdo admissivel para compressao na
direcdo paralela as fibras, o que comprova a escolha.

1.4 O Efeito das Condi¢cbes de Extremidade na Flambagem de Colunas

Em raras ocasifes, ou nunca, uma carga de compressao sera transmitida a um
elemento através de pinos sem friccdo. Por exemplo, na Figura 1 abaixo podemos
observar uma coluna aparafusada a uma base pesada na sua extremidade inferior e
conectada a outros elementos na sua extremidade superior.
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(a) Coluna real. (#) Coluna com (¢) Coluna com (d) Coluna com
extremidade livre extremidades extremidade fixa
{“mastro de Frvas, POr Uit Pisio.
bandeira®).

Entretanto, um entendimento do efeito de condi¢cdes idealizadas de apoio,
como ilustrado na figura acima, permite ao engenheiro estimar o efeito que as
condicles reais nas extremidades (figura a), possam ter sobre a carga de flambagem
de uma coluna real.

A partir da obtengdo da equacdo de carga de flambagem eléstica da coluna
com extremidade fixa por um pino (figura d), indicar-se-4 como o conceito do
comprimento efetivo de flambagem pode ser usado para obter a carga de
flambagem de colunas com diversas condi¢Bes de extremidades.

1.4.1 Carga de Flambagem para uma Coluna Ideal com Restrigdo Completa em uma
Extremidade e Fixada por Pino na outra Extremidade

: ) — —
(a) Coluna néo- (b) Forma da coluna (c) Diagrama de corpo (d) Diagrama de corpo
flambada. flambada. livre de toda a livre de parte da
coluna. coluna.
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Na Figura 11 (b), tem-se a configuracdo flambada da coluna em equilibrio,
préxima a configuracdo retilinea de equilibrio, Figura 11 (a). Se observado esta
configuracdo flambada pode-se notar que a curvatura em A corresponde a um
momento Ma no sentido mostrado na Figura 11 (c). Através das equacfes da estatica,

dYV=0=A, =P
SH=0=Hg =-A

y
>M, =0=Hg «
Através do diagrama de corpo livre apresentado na Figura 11 (d), obtém-se:
SMp =0=Mx) +P.Mx) —Hg(L-x)=0

M(X) =Hg(L—X) —P.MX) Equac&o 16

Substituindo-se a Equacdo 16 na equacdo diferencial momento — curvatura
apresentada anteriormente, tem-se,

El V' (X) = M(X)

El V' () + PU(X) =HgL—Hgx Equagéo 17

Considerando-se apenas colunas uniformes e empregando-se a definigdo de A,
pode-se reescrever a equacao anterior da seguinte forma,

P HsL  Hgx
V' (X)+ —MUX) = —B—- B2
) ElV() El El
HsL HgXx ~
V(X)) + P x)=—B-__B Equacéo 18
(x)+ A" \X) el El

Em vez da equacdo diferencial homogenia que obtivemos para a coluna bi-
rotulados, neste caso, obtém-se uma equacado diferencial ordinéria linear, nao
homogenia e de segunda ordem com coeficientes constantes.
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As condicbes de contorno para 0 caso em

questao sao:

v(0)=0

v'(0) = 0 (tangente a curvatura vertical) [ vormo
v(0)=0

v(L)=0 Equag&o 19 .

A solucdo da Equacdo 18 com as condicbes de contorno impostas acima
consiste em uma solu¢éo complementar e uma solugéo particular.

WX = WX ¢ + V09,

A solucdo complementar € obtida igualando-se o lado direito da Equacéo 18 a
zero

V' (X)+ 22v(x) =0

v(x). = C,senix + C, cos Ax Equag&o 20

Como o lado direito da Equacdo 18 consiste em um termo constante e um
termo que é linear em x, tenta-se a seguinte solucao particular:

V(X) p = C; +C,x Equagéo 21

Substituindo-se essa solugdo na Equacao 18, observando-se que V'(x), = 0 e
A2 =P/ El, obtém-se,

Hgl  HgX
A(Cy+C,x)=—2- - —B=
(Ca+Cax)=Zr——F
E(CSJFCL‘X):E_M
El El El

Multiplicando-se a equacéo acima por El e utilizando a Equacéo 21, tem-se

vX), = Hel _HgX Equag&o 22

P P
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Finalmente, a solucdo geral completa é dada por:

HeL H 5
V(X) = C,senix + C, COSAX + % - ;X Equagdo 23

Desta forma, tém-se trés condi¢bes de contorno (Equacédo 19) para obtencéo
das quatro constantes: A, Hg, C1 e Ca.

V0)=0=C,seni0+C, cos/10+%— HFB)O =0
C. = _E Equacao 24
2 P
V(0) =0 = C,1c0s10 — C,Aseni0 — HFB =0
C. = i Equacéo 25
P
H:L H;L
V(L) =0= C,seniL +C, cole+i—% =0
C,seniL+C,cosiL =0 Equacdo 26

Combinando-se a Equacéo 24 com a Equacéo 26, tem-se,

C,seniL — HTBLcos/lL =0

Substituindo C A = %‘ (Equacédo 25) na equacado acima obtém-se,
C,[seniL — ALcos AL] =0 Equaggo 27

Esta equacdo substitui a condicdo muito mais simples que foi obtida para a
coluna bi-apoiados. Novamente, duas solugbes, mas a solu¢cdo C1=0=>Hs = C2 = 0,
de modo que se obtém a solugédo “trivial” da configuragdo retilinea do equilibrio,
v(x) = 0.

Porém, configuracGes de equilibrio alternativas sao possiveis se A satisfaz
a seguinte equacéo:

seniL-ALcosA L =0

tgA,L=4L n=1 2 3.. Equagéo 28
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Esta equacdo € chamada de equacgdo caracteristica. Existe um numero
infinito de solu¢cBes, mas como o caso da coluna bi-apoiados, deseja-se obter o menor
valor de AL que satisfaca a equacdo acima. Um modo de se resolver esta equacao é
plotar f(AL)=tgAL x AL e g(AL) = AL x AL . O menor valor de AL onde as curvas se

interceptam é:

AL =4,4934 Equacéo 29

Combinando este valor com a equacéo A2 = P / El, tem-se:

\/E L = 4,4934
El

P (44934)
El L2
El .
P_ =201906— Equagé&o 30
cr ’ LZ

Desta forma, conclui-se que ao substituir o pino pelo engaste na extremidade
de uma coluna aumenta-se em 105% a carga de flambagem desta coluna,

(20,1906 s

> j.lOO% =104,6%

T

Comparando-se as equacgfes de Pcr obtidas para dois casos abordados até o
presente momento, Equacdo 13 e Equacdo 30, hota-se que a carga de flambagem
elastica de qualquer coluna pode ser expressa como uma constante vezes o fator
(El/ L2). Sendo assim, todos os comentérios em relacao aos efeitos dos parametros E,
| e L na flambagem de colunas com extremidades fixas também sdo validos para
colunas com outras condi¢des de fixagdo das extremidades.

1.4.2 Comprimento Efetivo de Flambagem

A carga de flambagem de Euler, Equacéao 13, foi desenvolvida para uma coluna
bi-rotulados. Posteriormente, com as modificacdes nas condi¢cdes de contorno, obteve-
se a carga de flambagem para uma coluna engastada e rotulada que difere da
primeira apenas n valor da constante multiplicativa.

Desta forma, a equacdo de Euler pode ser estendida pra dar a carga de
flambagem elasticas de colunas com condi¢des de contorno arbitrarias sendo reescrita
como,

2
P. = 7°El Equacéao 31

cr 2
L

e
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Onde L. é o comprimento efetivo de flambagem.

Igualando-se as duas equacdes de Pcr obtidas para os
dois casos estudados, tem-se,

I)

cr

z —~L =070L Equacédo 32
L.’ ©

e

z® 201906
= =2

0,70L

e
Este comprimento efetivo de coluna com uma
extremidade engastada e outra rotulada é indicado na
figura ao lado. Fisicamente, o comprimento efetivo de
uma coluna é a distancia entre pontos de momento nulo,
S SRR - guando a coluna é fletida em seus modos fundamentais

de flambagem elastica.

A figura a seguir ilustra os comprimentos efetivos de colunas com diversos
tipos de condi¢cbes de contorno.

05L<L,<L

i
i
a) Coluna com ((b) Coluna com (c¢) Coluna com (d) Coluna parcialmente (e) Coluna com extremidade
extremidades fixas extremidades rigida extremidades fixas restrita. 0,5 < K < 1. livre, K = 2.
por pinos, K = 1. (fixa) e fixa por pino, (engastada), K = 0,5.
K=0,7.

Algumas normas de projeto de estruturas empregam um coeficiente
adimensional K, chamado de fator de comprimento efetivo, onde

L, =K.L Equagéo 33

Pe = Equacéo 34

Onde os valores de K estédo indicados na Figura 12.

Assim sendo, a equacdo para a tensdo elastica de flambagem pode ser
reescrita como,
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=
O = 2
KL
r

Onde (K.L /r) é o indice de esbeltez multiplicado pelo fator de comprimento efetivo.

Equacao 35

Exemplo 1.3

Uma viga rigida BC é sustentada por duas colunas idénticas cuja rigidez a flexdo é El
(para flexdo no plano xy). Considerando que as colunas sdo impedidas de girar em
ambas as extremidades devido a esta configuracdo e que o movimento lateral é
permitido, estimar a carga elastica de flambagem, Pcr, considerando-se o comprimento
efetivo das colunas.

(a) Configurac@o nao-flambada.

Solucéo:

Para estimar o comprimento efetivo de
flambagem das colunas do portico acima,
devem-se comparar estas com colunas
de referéncia de comprimentos efetivos.

Le=05.(2L)= L

_ 7°El
(K.L)?

Logo, P,

r

Onde o fator de comprimento efetivo é
K=1.
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Exemplo 1.4

No exemplo anterior, considerou-se a flambagem das colunas AB e CD no plano xy.
Entretanto, suponha que ndo exista nada para prevenir as colunas de flambar na
direcdo vy, figura (b). Determinar se as colunas AB e CD, do tipo W6x20 (padréo
americano), vao flambar no plano xy (flambagem em torno do eixo y), ou se elas vao
flambar no na direcdo y (flambagem em torno do eixo z). Pede-se determinar também
a carga de flambagem. Considere que as ligacdes em B e C séo rigidas, que a viga
BC é rigida e que a carga P é aplicada no centréide do topo de cada coluna.

Dados: E = 200 GPa; 6y = 250 MPa; Iy = 553,6 cm?; Iz = 1723,2 cm*; A = 3787,1 mm?,
L=4,9m.

Flexibilidade na
junta B (o dngulo

nao é 90°)
(a) Vista frontal. (b) Vista lateral. (c) Detalhe B.
(flambagem no eixo y) (flambagem no eixo z)
Solucao:
, 7%El, . n’EL
Pcr = ( )2 € I:)cr = 2
K,L (K,L)

K, =1 (exemplo 1.3) e K, =2 (coluna engastada e livre)

_ 7%.200.10°N/mm?.553,6.10*mm*

= 4551 KN
(1.4900)* mm?

_ 7%.200.10°N/mm?.1723,2.10*mm*

5 =354,1 KN(controla o carregamento)
(2.4900f mm?

Como PS <P¢, as colunas flambardo no modo fora do plano, conforme indicado na

cr

figura (b), para uma carga de 354,1 KN.
Comentarios sobre a solucéo:
e Caso as ligacdes em B e C ndo fossem suficientemente rigidas, estes nos
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poderiam girar um pouco;

e A pior situacdo seria para aquela na qual as colunas seriam presas por pinos e
ndo fixadas a viga BC. Como a viga BC seria livre para transladar
horizontalmente entdo K, =2

( y)m 7%.200.10°N/mm?®.553,6.10*mm*
Pr anco =

=1138 KN
(2.4900)* mm?

e Comparando-se o0s dois valores obtidos, verifica-se a importancia de
caracterizar corretamente as condicbes de uma coluna e aplicar um fator de
segurangca apropriado, para levar em consideragdo as incertezas nas
condicbes de extremidades;

e O valor mais conservador seria,
y y —
PY = (P huweo =1138 KN
e Atensdo média de compressao seria,

_ 113,8.10°N

= = 30MPa
3787,1mm?

cr

o, =30MPa < 250MPa de modo que a hipétese de que a flambagem elastica é
valida.

Exemplo 1.5

Uma coluna de aluminio de secdo transversal retangular
tem comprimento L e extremidade engastada em B. A
coluna suporta uma carga centrada em sua extremidade A.
Na extremidade A da coluna, existem duas placas rigidas
de cantos arredondados que impedem essa extremidade de
se movimentar em um dos planos verticais de simetria da
coluna, mas ndo impedem movimentos na dire¢gdo do outro
plano:

a) Determinar a relagdo a/b entre os lados da secédo
transversal que corresponde a solugcdo de projeto
mais eficiente contra flambagem;

b) Dimensionar a se¢do transversal mais eficiente para
a coluna, sabendo-se que L = 500 mm, E = 70 GPa,
P = 20 KN e que o coeficiente de seguranca deve
ser de 2,5.
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Solucéo:

Flambagem no plano xy (flambagem em torno de z)

L, =0,7L
3

5 _ab e A=ab
12

7°El,

(0,7LY

z —_—
Pcr -

Flambagem no plano xz (flambagem em torno de y)

L, =2L

3
Iy =£ e A=ab
12

7°El
Far = (2|_)2¥

a) Dimensionamento mais eficiente

O dimensionamento mais eficiente € aquele no qual os dois modos possiveis de
flambagem sé&o iguais.

y _pzZ
F)cr _Pcr

7’El,  2%El

2Ly  (0,7L)

4

ab?® a’b

b) Para os dados do problema,

P, =25.20 = 50KN

’E| 3 4
T y:50_103N,mas |y =£ e §=0,35:>|wa
(ZL)Z 12 b 12
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, 0,35b*

12 3
=50.10°N
(2.500)’mm?

7270.10°N/mm

b=39,7 mm

a=0,35.39,7/mm=a=139mm

1.5 Carregamentos Excéntricos — Equacao da Secante

Até o presente momento, formas consideradas colunas ideais, ou seja, colunas
que estao inicialmente perfeitamente retilineas e cuja carga de compressao € aplicada
através do centréide da secdo transversal do elemento.

Tais condi¢cdes ideais nunca existem na verdade, pois elementos estruturais
perfeitamente retos ndo podem ser fabricados, isto porque o ponto de aplicacdo da
carga dificilmente, se € que existird, situa-se exatamente no centrbide da secdo
transversal.

1.5.1 Comportamento Viga-Coluna

A Figura 13 a seguir, mostra uma coluna com uma carga excéntrica aplicada
através de um suporte. O caso a ser estudado compreende uma coluna bi-apoiados
como mostrada a seguir, com carregamento excéntrico.

=

v(x)

M(x)

A

P
e

(a) Coluna em balango. (b) Coluna com extremidades fixas. (c) Diagrama de corpo livre.
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e Se a excentricidade e = 0, coluna de Euler;
e Se e =0, usar o diagrama de corpo-livre da Figura 13 (c);

M, =0=P.e+P.v(¥) +MX) =0
MX) =-P.e—P.\(X) Equagcéo 36
Substituindo-se na equacdo de momento x curvatura,
El.V' (%) = MX)

El.V'(XY) +P.vX) =-P.e Equag&o 37

Dividindo-se tudo por El e lembrando que A*> =P / El

P P
V' (X)+ —MUX) =——e
®) EIV( ) El
V' (X) + A2v(x) = -A%e Equaco 38

A solucdo da Equacdo 38 consiste em uma solu¢cdo complementar e uma
solucgédo particular.

V) =V ¢ + V),

A solucdo complementar é obtida igualando-se o lado direito da Equacéo 38 a
zero

V' (X) + 22v(x) =0

v(x), = C;senix + C, cos Ax

A solucao particular desta equacdao diferencial é

V(X)p =-€

Logo, a solugéo geral da Equacéo 38 é dada por:

VX) =C;senix+C, cos Ax —e Equacéo 39
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As condi¢bes de contorno para o caso em questdo sdo

v(0)=0 e v(L)=0 Equacéo 40

Aplicando estas condi¢des de contorno na solucao geral, tem-se,

v(0)=0=C;seni0+C,cos10-e =0
C,=e
v(L)=0=C;seniL +ecosiL-e =0
C,senil +efcos AL —1]=0
C,senil = e[l—cos AL ] Equagdo 41
mas, substituindo as seguintes identidades matematicas

senAL = Zsen(%jcos(%j e

1-cos AL = Zsenz(%j ,

na Equacao 41, obtém-se

C,.2.se A oo 2 | = e.2.sen?[ A-
2 2 2
C,cos AL =e.se AL
2 2
AL
C,=elg —
1 g( 5 J
Logo, a Equacéo 39 pode ser expressa como

V(X) = e{t{%)s enix +CcosAx — 1} Equagéo 42

Como indicado na Figura 13, a deflexdo méaxima ocorre no ponto médio da
coluna. Portanto, quando x = L/2, v(X) = vmax. Desta forma,
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oA S ol )
s

L
2)ser{ j+cos[/u'j 1
cos /1% 2

N
—

1—cos|4

 —e
e cos /1%

1
Vi =€ W—l

{5 ) ~
Vo = €| Sec > -1 Equacéo 43

Diferente da coluna de Euler, que deflete lateralmente apenas se P se iguala
ou excede a carga de flambagem de Euler, Pcr, a deflexdo lateral de um elemento
carregado excentricamente ocorre para qualquer valor de carga P.

P
Rescrevendo a Equagéo 43 e lembrando-se que 4 = 1/5 , tem-se,

\ esec\/FL 1 E 30 44
ix = €. —_—— |- acao
max El 2 quag

A equagdo acima atinge um méaximo quando os termos entre colchetes
tenderem a infinito, ou seja, quando

\/EE_Z
El2 2

Embora a deflexdo realmente ndo atinja um valor infinito, ela se torna
inaceitavelmente grande. Assim, a carga P ndo deve atingir o valor critico que satisfaz

a equacao anterior.
\E Lz
El2 2
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_ 7El

P X

Equacao 45

cr

Sendo este 0 mesmo resultado obtido para o caso de carga centrada (Equagéo 13).
Explicitando-se El na Equacéao 45 e substitui-se na Equacéo 44,

EI:E
2
Vs
\ =e. seC Pﬂ-z L
max — o ol
CTLZ 2
7z | P -
Viax = €{Sec — [— -1 Equacao 46
2 PCI‘

A Equacao 46 é uma forma alternativa de se expressar a deflexdo méaxima para
uma viga-coluna. Nesta equacado, P é a carga excéntrica e Py e a carga critica de
Euler para carregamento centrado. E conveniente plotar esta equacéo para diversos
valores de e.

3™

e decrescente

Vmiax

Analisando o grafico da Figura 14 é possivel observar que a medida que P se
aproxima da carga de Euler, P, para uma dado e, a deflexdo lateral da viga coluna
aumenta sem limite. No limite, quando e tende a zero, a curva se torna duas linhas
retas que representam a configuragdo retilinea (P < Py) e a configuragdo flambada
(P = Per).

A andlise de viga-coluna anterior é valida apenas enquanto a tensdo de
compressao ndo exceder o limite de proporcionalidade em compresséo.
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1.5.2 Equacao da Secante
Um elemento sob um esfor¢co do tipo viga-coluna estd submetido a uma

combinacdo de carga expressiva axial P e momento fletor M(x), como indicado pelo
diagrama de corpo livre da Figura 13.

O momento maximo (em valor absoluto) ocorre em x = L/2 e é

% obtido combinando as equagdes de M(x) (Equacédo 36) COm Vmax
v(x) (Equacao 43) em x = L/2.
P
M) =-Ple+ v ]
M(x)
v —vE =e sec& -1
™o\2) T 2
x p—
A Mo =—P.e 1+sec(%j—l}
p L
—>1e
M, s :‘M(% = P.e.sec(%j Equagéo 47

A tensdo maxima na coluna é de compressdo sendo obtida pela soma da
tens&o normal devida a forga axial com a tensdo normal devido ao momento fletor que
atuam naguela secéo (Figura 15).

Gmﬂx
T T
x=L/2
(a) Tensao axial. (b) Tensido de flexdo. (c) Tensao normal total.
P M., .C
Orax = Z+ ”‘T‘ Equag&o 48

Lembrando que o raio de giracdo é definido como r? =%:>I=Ar2 e que 4 =\/§,

tem-se,
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2 \VEI
P e.c L |P -
Onsx =—|1+——sec| —.|— Equacéo 49
A r2 (Zr EAJ

A Equacao 49 é conhecida como Equacédo da Secante, onde,
Omax = Maxima tenséo de compresséo na viga-coluna

P = carga de compressao excéntrica
A = area da secdo transversal do elemento em compressao
e = excentricidade da carga

¢ = distancia do centrdide até a fibra mais externa onde o, atua
| = Momento de inércia em relacdo ao eixo de flexdo do centréide
r = raio de giragéo, r=_/ I/A

L = comprimento do elemento

A equacéo da secante, embora tenha sido obtido para uma coluna bi-rotulados,
também é valida para colunas em balanco substituindo-se o comprimento L pelo
comprimento efetivo da coluna em balanco, Le = 2L.

P e.c L P .
.. =—|1+—"sec| =& | — Equacéo 50
A r? (Zr VEA]

A tenséo o, néo varia linearmente com a carga P, de modo que ndo deve
ser aplicado o principio da superposicado dos efeitos para a determinacéo das tensdes
provocadas por varias cargas aplicadas simultaneamente. Deve-se primeiramente
calcular a resultante dos carregamentos, para depois obter-se o, - Pela mesma

razdo, qualquer coeficiente de seguranca deve ser aplicado ao carregamento e nao a
tensao.

Para determinar a carga de compressao maxima que pode ser aplicada a uma
dada excentricidade, a uma coluna de comprimento e material dados e sem causar

escoamento do material, pode-se fazer o., =o,, 0 limite de escoamento em

compressao e resolver a equacao de o, para P/A, atensdo média.

P/A nos dois termos = equacéo transcendente = solucdo por tentativas.
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o, = 250 MPa
£ =200GPa As curvas ao lado foram tracadas usando-

se a equagdo de o, para um ago com
o, =250MPa e E =200 GPa.

200

Curva de Euler

Estas curvas tornam possivel a
determinacdo da carga por unidade de
area, P/A, que provoca escoamento na

P/A (MPa)
o
o

100

coluna em valores de Ldr e e.c/r?
conhecidos.

50

0 50 100 150 200
Ljr

Para valores pequenos de L¢/r, a secante é aproximadamente igual a 1 e a
Equacdo 50 pode ser reescrita como,

~ Equacéao 51

Procedimento para determinagdo da carga admissivel para uma coluna carregada
excentricamente é€:

a) Obter ou estimar, o valor da excentricidade e;

b) Substituir o valor de e na equacao da secante, juntamente com os parametros
geométricos r, ¢, A e L, e as propriedades do material E e oy

(ou seja, o =0y ) € determinar a carga P, .

c) Dividir a carga P, pelo fator de seguranga apropriado para determinar a carga

admissivel.
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Exemplo 1.6

Uma coluna de ago estrutural W6x20 com E=200GPa e o, =250MPa esta

carregada excentricamente como mostrado a seguir. Considere que a carga é aplicada
diretamente na secado transversal do topo, embora com uma excentricidade e. A
coluna esta travada para evitar a flambagem para fora do plano.

A maxima tensdo
compressiva
ocorre aqui.

a) Se uma carga de compressao P = 90 KN é aplicada com uma excentricidade
e =100 mm, qual a tensdo de compressao maxima na coluna?

b) Qual o fator de seguranca contra o escoamento inicial da coluna submetida ao

carregamento acima?

Dados:

E =200GPa, o, =250MPa, A = 3787,1 mm2, r = 67,56 mm e ¢ = 78,74 mm

(consultar tabela de perfis em W)

Solucéo:

a) Tensao de compressao maxima

Como observamos anteriormente, a
tensdo maxima de compressao em uma
coluna em balanco pode ser calculada
diretamente através da equagdo da
secante com Le = 2L.
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O max

~ 90.10°N 1,100.(78,74) __ | 2.(2500) 90.10°
3787,1mm’ (67,56) 2.(67,56) 200.10°.(3787,1)

Grs =647MPa

Obs.: A secante é calculada em radianos.

b) Fator de seguranca

Como a equagdo da secante € ndo-linear, deve-se determinar o valor da carga P, que
satisfaca o, =0, (tensdo de escoamento de compressdo). Esta andlise sera feita

utilizado o dbaco abaixo, obtido através do aplicativo Secante Applet®

Le = 2.2500 =74 (esbeltez)
r 67,56

—=——>=1,725

e.c 100.78,74 _
r’  (67,56)2

300

P/A o, = 250MPa
E = 200GPa

250

—0,10
=020
—0.40
—080
0.80
1.00
1.20
140
—160
1.80
2,00

—Euler

200 +

150 +

100 +

50

0
0 50 100 150 200

Interpolando-se nas curvas de (e.c/r?) = 1,60 e (e.c/r?) = 1,80 em Le/r = 74, obtém-se

P _75mpa
A

N

mm?

P =284KN

P=75 3787,1mm?

3 Este Applet serve para obter os pontos da curva tensdo versus indice de esbeltez. O
aplicativo esté disponivel em http://www.labciv.eng.uerj.br/rm4/SecanteApplet.html.
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Ainda utilizando o aplicativo é possivel obter o valor exato de P, conforme pode ser
visto na tela abaixo extraida do Secante Applet,

Tensio de escoamento (MPa): | 250| 73,30 78,37407 =
73,40 78,33520
Excentricidade (mm): _ 100| 7asp 78,20635
< (mm): 7a78| /3860 78,25753
73,70 78,2102
r (mm): §7.58| 73,80 78,18023
73,90 78,14146

E (WPay: 200000 g 78,10270 =
® Tabulagdo 74,10 78,06367
74,20 78,02496
s 74,20 7708597
74,40 77.94700
74,50 77,80805
Le (mm): 5000| 74,60 7786911
7470 77,82990
Er(0TTR 37871 [z 7779131
P (kN): 205 77 74,90 77, 75214
75,00 77,71299

calcular P 7510 77 67385 =

Como a carga real na coluna é P = 90KN, o fator de seguranca em relacdo ao
escoamento sera:

P

P 90

P, 29577
FS=—="—=3,29 (exato)

P 90

E importante ressaltar que o fator de seguranca é baseado nas cargas e ndo nas
tensdes, o, /0y -

Exemplo 1.7

A coluna de sec¢édo uniforme apresentada a seguir € constituida de um tubo com 2,4 m
de comprimento.

a) Determinar pela férmula de Euler com coeficiente de seguranca igual a 2,0, a
carga centrada admissivel para a coluna e tensdo normal correspondente;

b) Supondo-se que o valor da carga admissivel encontrada em (a) seja aplicado a
um ponto 20,0 mm fora do eixo da coluna, determinar o deslocamento
horizontal do topo da coluna e a tensdo normal maxima que ocorre. Usar
E = 200 GPa.
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Solucéo:

Comprimento efetivo de flambagem
Le=2L=2.,(24)=48m

Carga critica de Euler

_ 7?El _7%.200.10%3,3.10°.10%

cr

C(L)? 48002

P, =282,7KN

a) Carga admissivel e a tensdo normal

b _ Py _2827
am T Eg T 2

P =141,35KN

P 141,35.10°N
A 2210°%10°mm?

o =64,25MPa

CAPITULO 1 FLAMBAGEM
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b) Deslocamento horizontal em A e o,

S
AT me v =e.[sec[

max

i)—l , mas P =i
PCI'

: V rax =v(L)=20.[sec{£\/1]—l}
2V2

V(L) = 20[sec(1,1107)-1]

NN

' (L) =20.(2,252 1)
r V(L) =25,04mm

i Viax = 25,04 mm

o —51+Esec|'—‘31/i
™A r? 2r VEA

141,35.10° 20.50 2.2400 141,35.10°
Gméx = 3 5 + 2 SEC 3 _3 6
2,2.10°.10 38,7 2.38,7 1 200.10%.2,2.10°2.10

= 64,25.[1+0,668.5ec(1,11153)]

=161,1 MPa

max

Padm = 141 ,36 kN ! | — ym = 25_04 mm

1.6 Imperfei¢oes de Colunas

Foi mostrado anteriormente, como o comportamento das colunas é afetado
guando a carga é aplicada excentricamente. O comportamento de uma coluna
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também pode ser afetado devido as imperfei¢des iniciais conforme mostrado na Figura
16.

— vo(x) + v(x)

Fvo(x) + v(x)

(a) Coluna com (b) Coluna defletida sob ‘
deflex@o inicial. carregamento COmpressivo. (¢) Um diagrama de corpo livre.

A coluna bi-rotulados possui agora uma imperfeicdo inicial chamado vo(x).
Apesar de vo(x) ser normalmente pequeno, sua forma funcional exata difere de coluna
para coluna e é desconhecida. No entanto, pode ser representado por

T. X
Vo(X) =9, sen(T) Equagéo 52

que tem a mesma forma do modo fundamental de flambagem obtido na secédo 1.3.2,

Equacéo 14.
V%) = c.ser{”ij

Do diagrama de corpo livre, obtém-se,
MK =—PU®) +Vo(9] Cuaco 53

Combinando as duas equagdes anteriores com a equagcdo momento X curvatura,

ELV' (X)+P.V(X) =P, sen[ﬂTXJ

Cuja solucéo para as condi¢des de contorno v(0) =v(L) =0, é
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0, X
V(X) = (a_;jsen[%J Equacéo 54
2
onde, o = P _ P.(I;e)
P, 7 El

Da equacdo de v(x) pode-se determinar a deflexdo maxima, .4 , € O

momento fletor maximo, M., , da seguinte maneira:

L
a.0y jse ”/2
L

L
Omax = 0o +V(EJ =0, J{l—a

Oy = Equagdo 55

Logo,

P,

max — o Equacao 56
l-«a

M

Combinado a Equacéo 48 com a Equacéo 56 obtém-se a tensdo maxima,

M, ., .C

P 0,.C
= —{14- - } Equagéo 57

O, iy =
™A r21-a)

Novamente, como a = P/P¢, as equacdes de d,4 , Mya » € Ons S0 todas
nao lineares em relacdo a carga P.

A razdo de imperfeicdo J,.c/r? pode ser usada na determinacdo de uma

familia de curvas de Py/A x L/r para uma dada tensdo de escoamento pra compressao
omsx =0y . O resumo € bastante similar as curvas obtidas no caso de colunas ideais,

ou seja, sem imperfei¢des iniciais.
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1.7 Projetos de Colunas Submetidas a Carregamento Centrado

Nas secOes anteriores, examinou-se 0 comportamento de colunas com
geometrias conhecidas (perfeitamente retas ou com uma forma especifica de
imperfeigdo), com comportamento conhecido (livres de qualquer tenséo residual e
possuindo um diagrama oxe& em compressdo conhecido), com condi¢cdes de
contorno conhecidas (fixas por nés, fixas ou livres) e com linha de a¢do da carga
conhecida. Para colunas reais, todos esses fatores, além de outros, estdo sujeitos a
variacdo que devem ser levadas em consideracdo no projeto de colunas.

Desta forma, as normas de projeto especificam equacbes empiricas para
projeto de colunas que sdo obtidas por ajuste de curvas nos dados obtidos em testes
em laboratério de muitas colunas reais e que incorporam fatores de seguranca
apropriados, fatores de comprimento efetivo e outros fatores de modificacéo.

e Ensaios de colunas do ago com carregamento centrado.

e P2 P uwa @ Ouiico (tENsdo de ruptura)

e Trés tipos de ruptura

a) Colunas longas

l‘lﬂ'

' Ruptura segundo Euler = L/ir é
\ alto (dependo do médulo de
; elasticidade).

j o 1 Tensao critica de Euler
. xE b) Colunas curtas ou blocos
Ir)’ comprimidos

A ruptura ocorre essencialmente
como resultado do escoamento,
ou seja, o, =0y.

c) Colunas de comprimento

Colunas Colunas Colunas Lr intermediario
curtas intermediarias longas

A ruptura depende de E e de o,
simultaneamente.

Na faixa de valores para colunas de comprimento intermediario, a ruptura € um
fendbmeno complexo, onde as especificagbes e formulas de dimensionamento surgiram
de numerosos testes em laboratorio.

A Figura 18, exemplifica algumas férmulas empiricas deduzidas a partir de
aproximacdo de curvas de dados experimentais. Como uma Unica expressao nao
consegue descrever comportamento de varios testes, em toda gama de indices de
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esbeltez, foram desenvolvidas diversas formulas, sendo cada uma delas aplicada para
certo intervalo de valores de esbeltez.

L

Férmula da linha reta o, = o, — k‘_r

Parébola o, = 0, — k, (% y

Férmula de Rankine e Gordon:

O
/ O'az—a
e
e, Sl

14k ()2

Ljr

As equagOes foram desenvolvidas para diversos materiais. Em cada caso
deve-se verificar se a formula escolhida se aplica ao indice de esbeltez da coluna em
estudo. Deve-se verificar ainda, se a formula fornece diretamente o valor da tensao
admissivel para a coluna, ou se ela fornece o valor da tensdo critica, quando é
necessaria a aplicacdo de um coeficiente de seguranca adequado.

cr .
’ I:)adm

= Ogm-A

Trés tipos de materiais serdo avaliados:

e Aco
e Aluminio
¢ Madeira

1.7.1 Colunas de Ago Estrutural

O projeto de colunas de aco se baseia nas equagbes propostas pelo AISC
(American Institute of Steel Constructional).

Utiliza-se uma expressdo parabdlica para o,, €em colunas curtas e

intermediarias, sendo adotada uma expressado similar a formula de Euler para as
colunas longas. Estas relagfes sdo desenvolvidas em duas etapas:

1. Obtém-se inicialmente uma curva representativa da variacdo de o, com L/r.



CAPITULO 1 FLAMBAGEM

Essa curva ndo incorpora nenhum fator de
\0 seguranca. A parte AB da curva é uma
parabola da forma:

e

L)\
Oy =0y — K(Tj Equagao 58

engquanto que o trecho BE é obtido pela
equacéo de Euler,

7°E

e Para o, =0, 2 L/r = 0 de modo que o, =0, naequagao do treco AB.

e De acordo com o AISC, o ponto B, ponto de tangéncia entre a pardbola e a
curva de Euler, ocorre para a tensdo critica com valor igual a metade de o, .

¢ Denota-se Cc o valor de Le/r neste ponto,

2
Le
O¢ =09 —K| —
r
e

T:CC :%O'y =0, -x.(C.)°

O-y
K= > Equacéao 59
2.C,
Substituindo-se o, =0, e a Equacdo 59 na equagao de o, , tem-se,
2
o, (L
2C. T
2
L
O =0y|1- 1 5 (—eJ
2C.\r
Logo,
(Le/ry :
Se 0<L,/r<C, = o, =0,|1- > Equagcéo 60
2.C,
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Se Le/r2C0:>acr=”—E2

o)

No entanto, obtém-se a expressdo para Cc substituindo a condicdo o, = %0, e
L./r=C.na Equacéo 61.

Equacéo 61

1 7’E
5Py T 2
2 C.
2
C.= 27" E Equac&o 62
o

2. Deve-se introduzir um fator de seguranca para obtencdo das férmulas finais de
dimensionamento do AISC que definem o,,, como fungéo de L/r.

3
para 0<Lfr <C, mFs =24 3Le/D_1fLe/r Equagéo 63
3 8 C, 8l|cC,
23 Equagéo 64
Para C, sLe/rs200:>FS=Ez1,92 quag

Finalmente, aplicando-se os fatores de seguranca (Equacdo 63 e Equacdo 64) as

expressoes de o, (Equacéo 60 e Equacdo 61) e lembrando que o, = o, /FS, obtém-
se

o L. /r)
Para 0<L /I <C, =0y, = —y{l—M:l Equacéo 65

FS|  2c.?

Para C, <L./r<200= o

adm

7°E
L 2 Equacao 66
102"+,

As férmulas acima podem ser usadas com unidades no sistema internacional
ou no sistema inglés.

Através das equacdes anteriores determina-se o4, para um aco especifico e

para um dado valor de Le/r, sendo necessério, primeiramente, calcular C. para saber
qual equacéao utilizar.

Por conveniéncia, o AISC fornece diversas tabelas como valores de tenséo
admissivel para varias qualidades de aco com 1 < L/r < 200.
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Oadm

(MPa)

= 620 MP
aso- o=820MPa

280 0, = 448 MPa

210 E =200 GPa

140
70

I I I
0 50 100 150 200

L/r

Figura 20 - Variagédo da tensdo admissivel com indice de esbeltez
paratrés tipos de acos estruturais

Exemplo 1.8

Calcular o maior comprimento sem travamento que pode ser usado para o perfil
S100x115, para que este suporte a forca centrada indicada com seguranca.

Dados:

E=200GPa, 0, =290MPa, A = 1452 mm?; rx = 41,6 mm e ry = 14,75 mm
(consultar tabela de perfis I)

Solugéo:

Para que a carga de 60 KN seja suportada com seguranca,

P 60.10°N
o =—=—"" " —413MPa
am A 1452mm?

Para a tensao de escoamento dada

2 2 3
c. =\/2.7r E =\/2.7r .200.10 _C, —1167

o, 290

Adotando-se Le/r > Cc (solu¢do mais facil de arbitrar),

2

z _ 7%.200.10° ~1028.10°

el ) )

Igualando-se essa expressao ao valor necessario da tenséo admissivel, tem-se,

O adm
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3
1028.19° _m13=te 1578

I

Como Le/r > Cc, a hipbtese adotada estava correta.
Para o menor valor de r,

L o 1578-1-15781475

Ty

L=2327mm ou L=2,33m

1.7.2 Colunas em Liga de Aluminio

Existem muitas ligas de aluminio que podem ser usadas em estruturas ou na
construcdo de maquinas. Para cada uma dessas ligas, a Aluminum Association
fornece trés férmulas para se chegar ao valor de o4, de colunas com carregamento

centrado.

Oadm
e Colunas intermediérias: (relagdo linear
entre oy, € L/r)

e Colunas curtas (constante)

¢ Colunas longas (férmula de Euler)

curtas  intermedianias longas [/
a) Liga de aluminio 6061-T6
L/r<95= 0., =131MPa
95 <L/r <66 = 0, =[139-0,868(L/r)] (MPa) Equacdo 67
3
L/r266= 0y =2t 0 (MPa)
(L/r)
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b) Liga de aluminio 2014-T6 (ALCLAD)

L/r<12= o, =193MPa

12 <L/r <55 = 0,4, =[212-1585.(L/r)] (MPa) Equacéo 68

372.10°

Ly

L/r>55= o4, (MPa)

1.7.3 Colunas em Madeira

Para o projeto de colunas de madeira sob acdo de cargas centradas, o
American Institute of Timber Construction especifica formulas de tensao admissivel
para colunas curtas, intermediarias e longas.

Para uma coluna com sec¢éo transversal retangular de lados b e d (d < b), a
variacdo oy, com L/d é mostrada na Figura 21,

Oadm
O g 4
Eq 70 '
- U'mm """""""""" . C x ‘
3 ' b
: Curva de Euler
' (Eq 72)
"D
e Colunas curtas
Ot = O b Equacéo 69

onde, o4, € atensdo admissivel & compresséo paralela as fibras. Para L/d = 11, que

€ a demarcagdo entre as colunas curtas e intermediarias, a AITC especifica uma
pequena descontinuidade no ponto B (Figura 21).
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e Colunas Intermediarias

Oadm = Oadm _5 K Equagéo 70

onde K = L/d no ponto C

e Colunas Longas (Euler)

7n*E
Oun =5 Equacéo 71

2
L
274"/ |

A Equacdo 71 € obtida aplicando o fator de seguranca 2,74 a férmula de Euler.
Para o caso particular de secéo transversal retangular de lados b e d (d < b), a
equacdo acima poder ser rescrita como

3
\/T b.d%2 d
r= —:]f—:w:—
A b.d J12

o o1 7’ E
adm — 2
2,74 Le\/ﬁ/
d
0,3E

Equacéo 72

As colunas em que L/d > 50 ndo sédo permitidas pelas especificacdes da
AITC.

Através da analise do ponto C da Figura 21 é possivel obter o valor de K. Neste
ponto,

Le Equacéo 73

’

Oadm = gaadm e K=
Substituindo a Equagéo 73 ha equacao de colunas longas (Equacgéo 72), obtém-se

2, 0,3E
go-adm Z?

UERJ - FEN - ESTR - Resisténcia dos Materiais IV — Luciano Lima



CAPITULO 1 FLAMBAGEM

K=0,671 / |,E Equacéo 74
O adm

Nota: Anteriormente, consideraram-se colunas com secao retangular. Para uma sec¢éo
transversal arbitraria,

O0<L./r<38=0,4m = Tugm

I 4
1 %
1 r

38<L,/r<K'= 0,4n = Omam 3l Equag&o 75

7’E

2,74('-% jz

K'<sL,/r<173=0

adm

onde K'=2324 I’E :

O adm

Exemplo 1.9

Sabendo-se que o comprimento efetivo de flambagem da coluna AB é de 4,2 m, e que
deve suportar com seguranca uma carga de 140 KN, projetar a coluna usando uma
secdo transversal quadrada. A madeira a ser usada tem E = 124 GPa e
Oam =9,3MPa paralela as fibras.

Solucéo:

P=140kN |nicialmente, calcula-se K em func3o de E e oy,

3
K=0671|—C— —0g71 /124107
Cadm 93

K=245

Como d néo é conhecido, assume-se que Le¢/d > K.

- _ O3E :140.103 ~0,3.(12,4.10°%)
adm — 2 2 -
d
(420%)2

()

d* =663,9.10° = d=160mm

Verificagao: L. = 4200 =26,25>K
d 160
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1.8 Projetos de Colunas Submetidas a Carregamento Excéntrico

Para o projeto de colunas submetidas a uma carga excéntrica, basta utilizar a
formulacdo apresentada na secdo anterior, para o caso de carga centrada, com
algumas modificagbes que serdo apresentadas a seguir.

Sabe-se que uma carga axial excéntrica P aplicada em um plano de simetria
de uma coluna pode se substituida por uma for¢ca centrada P e por um conjugado
(binario) M de momento M = P.e (Figura 22).

P
Ocentrada = ]‘ A:,,—C

YYVVVVVVY

As tensBes normais que agem em uma secdo transversal da coluna podem ser
obtidas por superposicdo dos efeitos devido P e ao conjugado M, respectivamente.
Essa superposicdo pode ser feita desde que a secao transversal em estudo ndo esteja
muito proxima de uma das extremidades da coluna, e desde que as tensdes
encontradas ndo excedam o limite de proporcionalidade do material. Desse modo, as
tensdes normais devido a uma forca P excéntrica podem ser calculadas por:

O = Ocentrada T Oflexdo Equacéo 76

Equacéo 77

Sabe-se que em uma coluna projetada corretamente, a tensdo maxima definida
pela Equacdo 77 ndo deve exceder a tensdo admissivel da coluna. Duas formas de
solucionar este problema sdo propostas: Método da Tensdo Admissivel e o Método
da Interagéao.

1.8.1 Método da Tensao Admissivel

Baseia-se na hipétese de que a tenséo é a mesma que para uma coluna com
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carga centrada. Desse modo, deve-se ter o,4 <0O,m ,» Sendo o,, a tenséo

admissivel sob a carga centrada. Logo, substituindo essa condi¢cdo na Equacéo 77,
obtém-se

M.c

+ T < (Gadm )centrada

Equacéo 78

>| T

A tensdo admissivel € obtida pelas férmulas de projeto de colunas com
carregamento centrado apresentadas na secdo anteriormente. A maior parte das
normas de engenharia especifica que a tensdo admissivel seja determinada para o
maior valor do indice de esbeltez, ndo importando se esse valor corresponde
realmente ao plano em que ocorre a flexdo. Em alguns casos, essa especificagdo
pode levar a dimensionamentos realmente exagerados.

Uma coluna de secao transversal quadrada de lado igual a 125 mm e comprimento de
3,0 m é feita de pinho (E = 12 GPa e 0,4, =10MPa para compressdo paralela as

fibras). Determinar a maxima carga P que a coluna pode suportar com seguranca,
aplicada com excentricidade e = 50 mm.

50 mm Solucéo:
| Material madeira de se¢do quadrada
FI

3
K=0671 F = 0,671‘/12'10 =K =232
O aam 10

L, 3000

=——=24
d 125

Como Le¢/d > K, utiliza-se Euler

0,3E _ 0,3.(12.10%)
(L /) (3000 25)2

(Cacm )oorraca. = 6:25MPa <10MPa (Ok!)

Aplicando o0 método da tensao admissivel, tem-se

P, MC_¢25mPa
A

A = 125.125 = 15625 mm?
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_125.125°

| =20345052,1mm*

c=62,5mm
M =P. e = (50 mm).P
Substituindo-se na equacéo,

P P.50.62,5
+

<6,25
15625 2,03.107

P <28,7kN

1.8.2 Método da Interagao

A tensdo admissivel para uma
coluna submetida a uma carga centrada é
usualmente menor que a tensdo P P P
admissivel para uma coluna em flexdo 7 M /{\M
pura, uma vez que aquela leva em conta
a probabilidade de flambagem. Desse
modo, quando se usa a tensao admissivel
para o projeto de uma coluna com carga
excéntrica e se escreve que a soma das
tensdes devido a carga centrada P e ao \ s ,
momento fletor M ndo deve exceder ao - - o -
valor da tensdao admissivel para uma
coluna de carga centrada, o resultado

pode levar a  dimensionamentos
exagerados.

St SRR

Pode-se desenvolver um método mais aperfeicoado de dimensionamento,
reescrevendo a Equacéo 78 da seguinte forma,

M
O

adm O adm

Substituindo o4, pelos valores das tensfes admissiveis que correspondem,
respectivamente, a carga centrada e a flexdo pura, tem-se,

o Mo

(O-adm )centrada (O-adm flexéo

<1 (férmula da interacéo) Equac&o 79
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Se:

« M =0 =>Dimensionamento da coluna com carga centrada.

. P =0 =>Dimensionamento de viga sujeita a flexdo pura.

. P e M =0 =>Dimensionamento que considera a capacidade da barra
de resistir tanto a flexdo pura como carga centrada.

Em qualquer caso, (0 agm )enrag SE' determinada usando-se o maior indice de
esbeltez da coluna, independente do plano em que ocorre a flexao.

Quando a carga P néo é aplicada em um plano de simetria da coluna, ocorre
flexdo nos dois planos principais da secéo transversal.

Figura 24 - Carga excéntrica aplicada fora de um plano de simetria

A Mz [ Mo 1,

<1 Equacéo 80
(O_adm )centrada (O_adm )ﬂe)éo (O_adm )fle)éo

Exemplo 1.11

Usar o método da interac@o para determinar a maxima carga P que pode ser aplicada
com seguranga a coluna do exemplo 1.10, com excentricidade e = 50 mm.

Solucao:

(Cacm eorrace. = 6:25MPa

(Cacm 1o =10MPa (tensdo admissivel para compress&o paralela as fibras)

% + M.% <1

(O-adm )centrada (O-adm )ﬂ exdo
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P.50.62,5
%5625 N 2,03.10° <
6,25 10 -

1

P <39,06kN

Exemplo 1.12

Determinar a maior carga P que pode ser suportada com seguranca por um perfil de
aco laminado W310x74, que forma uma coluna de 4,5 m de comprimento de
flambagem. Utilizar o método da tensdo admissivel e depois o0 método da interagcao
COM (G aim oy = 150MPa

W310 x 74

A =9480 mm?
~x=131,6 mm

ry =49,8 mm

= | Wx =1058.10° mm?

Dados:

E=200GPa o, =250MPa

b P
200 mm M = P (0,200 m)
e

-

C b C o
L. 4500 34,19
r, 131,6 LL L

—£ < — =—¢ (controla)

L. 4500 o h
—& - _="--90,36
r, 498
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c _ [27°E _\/2.;;2.200.103 e 19566
“\ o 250 c !

L
Como —%<C,
ry

2 3
S8 P YLD PSS o e
FS|  2c, 3 8 Cc. 8|cC,

5 3[ 90,36 j_ 1( 90,36
8

3
FS=—+ =FS=1,89
125,66 125,66

"3 '8

250 (90,36 )
= 1- = =98,08 MPa
Cxn =189 { 2.(125,66)° } e

a) Método da tensdo admissivel

< (O_adm )centrada » W= E

M.c
T

>|T

P, P.200
9480 1058.10°

<98,08

P <333,0kN

b) Método da interagéo

%‘ + M-% <1

(O-adm )centrada (O-adm )fl exdéo

P P.200
9480 4058.103
98,08 150

IA
=

P <428,1kN
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Exemplo 1.13

Uma coluna de ago com comprimento da flambagem de 4,8 m é carregada
excentricamente como indica a figura. Usando o método da interacdo, determinar qual
o perfil da abas largas com altura nominal de 200 mm deve ser usado.

W 200 X 52

A =6650 mm’

r, =89,2mm

r, =51,6mm

W, =514 X 10° mm’
L =48m

¥
C X
y W200X 71
A =9100 mm’
C x f, =91,7mm
r, =52,8 mm
¥y
C X

W, = 709 X 10° mm°®
L =48m

W 200 X 59

A =7550 mm’

r, =89,7mm

r, =51,8mm

W, =579 X 10° mm®

X
M =380 kN X0,12m
=456 KkN - m L =48m

Dados: E=200GPa, o, =250MPa € (0o e =150MPa

Solucéo:

Para a primeira aproximacgdo, utiliza-se o método da tensdo admissivel com
O aam =150MPa .

c~100 mm e rx =~ 90 mm

3 6
150N/mm? = 28010°N , 45,6.10 Nmm.190mm _  _ g580mm? = w 200x52
A A.90?mm
Verificagdo W200x52
Le (4800 44
r, 516

y
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2 3
C, = fw —C,=1257
250

L
Como —=<C,
ry

3
3 8 C, 8(cC

C

3
g 5,3( 93 ) 1( 83 ) _ o oo
3 8\125,7) 8\125,7

o L 2 2
S P e/'r)2 _ 200 9B, =959MPa
FS|” 2.c.? | 189 2(1257)

P 380.10°N

A eesommz > AR

3
_ 45,6.10° Nm _88.72MPa

M
W, 514.10°mm?®

M.c
I

Na equacao da interacéo

5714 + 88,72 =1,19 (ndo serve)
95,9 150
Tentativa W200x71

L—e = 4800 =909<C,

ry 52,8

FS =1,89 = 0,4, =97,69MPa

3
P = 380.10°N ’\Zl =4176MPa
A  9100mm
45,6.10°Nm

Me M _45619°TM _g430mpa
I W, 709.10°mm

41,76 N 64,32
97,69 150
desnecessariamente grande. Logo, Adotar o perfil W200x71.

=086 =2 086 < 1 (OK!) => Satisfatorio,

porém pode ser
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1.9 Comprimentos Efetivos de Colunas em Estruturas Aporticadas

« As colunas raramente ocorrem como um membro isolado;

« As condi¢gBes de contorno destas colunas séo influenciadas pela rigidez dos
membros por ela ligados (conectados).

f - f

-~ B cC
L. |Ed E.l.
A AN
P ?P
I L, I
(a) (b)

O portico da Figura 25 (a) assume a configuragdo deformada da Figura 25 (b)
quando flamba sob ac&o da carga P. Esta configuracdo deformada ocorre porque as
ligacdes em B e C sdo ligacbes que possuem resisténcia a flexdo e rigidez suficientes

para permitir pequenas alteracdes no angulo de 90° inicial nos pontos B e C da
estrutura.

(a) Ligacédo Semi-Rigida (k # 1 para colunas) {(b) Ligacéo Flexivel (k = 1)
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. Porticos cuja resisténcia lateral (deslocamento) depende basicamente da
resisténcia a flexdo de seus membros e ligacbes sdo chamados de pérticos
deslocaveis ou unbraced frames.

. Porticos com contraventamento sdo chamados de porticos indeslocaveis ou
braced frames.

« Nem todos os vaos livres de uma estrutura necessitem serem contra
ventados.

Para o pértico ndo contraventado da Figura 25 com ligagfes resistentes a flexao, tem-
se,

d?y
E.l.—2 =M(X
c'c dX2 ( )
d?y
El.—=-P. Equacéo 81
A’ y quag
2 P ca= P
E.l. E.l.
A solucao da Equacéo 81 é
y = A.senix + B.cos AX Equacéo 82

As condi¢bes de contorno para o caso em questdo sdo

y0)=0e YL, )=0 Equagio 83

Aplicando estas condi¢des de contorno na solucéo geral, tem-se,
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y(0) =0 = AsenA(0) +Bcos 4(0) =0
B=0
y(L.)=0 = AseniL, +BcosiL, =5

o=~Asenil,

Momento fletor Mga = P. O

Mg, =P.AssenilL,

Momento fletor Msc com Bg- =65

2B,y Bec (26,+0,,) = 5E> 1,05c

M
BC L, L,

deduzido da seguinte forma:

E =
B -C
o Mol o _MdL
B 3E| " BEI

+
B —C
0. ML 6. _MdL
B BEI ¢ 3E

Logo, B, é igual a soma de ambas as rotagles, ressaltando-se que uma
sinal contrario.

Equacéao 84

Equacao 85

Equacao 86

delas tem
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ML ML ML
B 3El 6EI 6EI

Desta forma,

6El
M, =—
0 L B
que fornece a equacgéo
6E,| ~
MBC — Lb b eBC Equacao 87
b

Fazendo Mga = Mgc, Equacéo 85 e Equagéo 87, tem-se,

6-Euly-Oec =P.A.seniL,
L
b
0. — P.A.L,.seniL, Equacéo 88
Be 6.E, I,

A rotagdo 65, da coluna é dada por,
Oga = (d_yj =A.A.cosiL, Equagéo 89

X=Lc

Ilgualando-se 6;, e B4c, tem-se

L,.P.A.seniL,
6.Eyl,

A.A.cosiL, =

E,l
%Lcos AL, =P.senilL,

b

mas A* = El =P=1E]

cc

6E,l,

Ly

A.cos AL, = A*.EJ .senil, (=L,)

%i.cosﬂLC =ﬂ.%.sen/uc

b c c
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6(Eb|b/Lb):M seniL,
(EJ./L.) T “cosal,

6(Eb|b/|‘b) =
—obbob) ) tgAL Equag&o 90
(ECIC /LC ) ¢ ¢

Caso exemplo:

1°) Viga muito mais rigida que a coluna (E,l, >>E_l;)

0=tgiL, = AL, =%

sendo que A= P
ECIC
LA
E.l. 2
7°El N
P= CZ; K=2 Equacéo 91
@L.)

2°) Viga e a coluna sé@o muito rigidas (Eyl, ~E_l.)

6=AL tgAl, = AL, =135

sendo que A = P
E.l

c'c

P -5
ECIC

2
P— &; K =233 Equac&o 92
(233L,f

Para o pértico contraventado apresentado na Figura 27, abaixo repetido,
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cuja solucao é dada por

y = Assenix +B.cos AX + %

c

Equacéo 93

Aplicando-se as condi¢bes de contornoy =0em x =0 e x = L, tem-se,

_MBA X
Y= (L

C

senix
sendl,

Fazendo 6. =65, :(_d_dyj , obtém-se
X X=L

2
1— /‘“_C cotgch - _ (Z’LC) (Eclc/Lc)

2 Eblb/Lb

Caso exemplo:

1°) Viga muito mais rigida que a coluna (Egl, >>E_l.)

AL, =449

Equacéo 94

Equacéo 95
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p_202 Ecle _ 7Ed

Lf (7L

X K=0,70

2°) Viga e a coluna sé&o muito rigidas (E,l, ~E_l.)

AL, =359

E. | 72E. |
P=129. —¢¢ = cc - K=0875
(L. (0875L,.)

“O comprimento efetivo (coeficiente K) aumenta com a diminui¢cdo da rigidez da
viga e torna-se unitario quando a rigidez é nula”.

Como simplificado, em estruturas com multiplos vaos e pavimentos, adota-se 0
procedimento descrito a seqguir;

O pértico esta sujeito a cargas verticais aplicadas apenas nos nés
(ligagbes);

Todas as colunas do portico tornam-se instaveis simultaneamente;

Todas as ligagdes ao nivel dos pisos séo iguais. Porém, sdo em sentidos
alternados para poérticos indeslocaveis e na mesma direcao em porticos
deslocaveis;

A transferéncia de momento fletor das vigas para as colunas através das
ligagdes no inicio da flambagem é proporcional a rigidez das colunas, ou
seja, EI/L.

L

(a) Indeslocavel (b) Deslocavel
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Com as simplificacbes apresentadas anteriormente, obtém-se uma coluna
simples a ser estudada conforme a deslocabilidade do portico.

¥

(a) Indeslocavel (b) Deslocavel

e Estruturas Indeslocaveis

LN AL

4 ” > tg(%) + 2. % Equacéo 96
e Estruturas Deslocaveis
GAGB(%)Z ~36 = % Equacéo 97
6.(G,+Gg) tg(%)
onde,
2",
G=— ("% Equacio 98

2(*41,)

Sendo Z(Ec.lc /L) a soma de rigidez das colunas e Z(Ep.lp /Lp) a soma de
rigidez das vigas
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Gy K s Ga K Gy
O . 0 D @® o
$00= =10 500 Sl 200 S
10.0 E'O»‘ 28] fuo, ET;E
50 S0 150 1 50 F- 300
3 . F o r s 3
i3 !’OQ o 30 994 + 49 - 200
2.0 ¢ 20 = |
i r 734 L 30 — 120
g - 30
108 L =) r 8¢
1.0 : _l\\) 70 F 7¢
gg ! txg &0 = 80
07 i o7 50 L oso
06 ? = 0.6 40 + 20 40
os T L os ] r
¥ 304 30
0a 04 ]
03 0.3 2.0+ 20
, | L ,
H2- o j- 02 1 ] i
4 - 0 H o}
! i Ly N
i 01 o —
i i ]’
] | | ] F
0 Los ~ 0 Lo} 410 L o
(a) (b)
H Sidesway prevented Sideswey permitted

Obs.. O abaco da Figura 29 foi desenvolvido para colunas pertencentes a porticos
conforme os apresentados no inicio deste tépico.

No caso abaixo, a rotagido Bgc € 0 dobro da rotacéo 6sc obtida para um portico
completo.

M BC

P

b ]

o,

Logo, a rigidez relativa para os outros casos pode ser de forma similar. Os
fatores de corre¢cédo que devem multiplicar o I/L da viga para quatro casos distintos sédo
apresentados a seguir

Condicéao Deslocavel | Indeslocavel
Quando a outra extremidade da viga for rotulada 3
. % %
Quando a outra extremidade da viga for impedida de 2/
girar 3 2
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Se a extremidade da coluna é rotulada, o valor de G tende para infinito
(rétula =» rigidez = 0). Por outro lado, se a extremidade é completamente restringida a
rotacdo, G tende a zero.

Valores intermediarios de G = 10 e G = 1 sdo comumente utilizados em casos praticos
de bases de colunas simplesmente apoiadas e fixas, respectivamente.

Exemplo 1.14

Determinar os coeficientes de comprimento efetivo para o portico mostrado a seguir.
Os valores de I/L sdo apresentados abaixo (I em in* e L em ft).

E W14 ¥ 30 H L
E - 12'=367Tm
= =

B W18 X a0 W18 X 50 W18 X 50 J
z c N
o o o 15'= 4,58 m
= = =
A C s F —
A5 AN
30'=9,15m 20'=6,1m 20'=6,1 m

AB 110/15=7,33 DE 110/12 =9,17

BD 800/30 = 26,7 GJ 800/20 =40

CD 110/15=7,33 FG 110/15=7,33

DG 800/20 =40 EH 291/20 =145

GH 110/12 = 9,17

Solucao:

a) Coluna AB (indeslocavel)

Ga =10, G =%=0,274, K=0,77

UERJ - FEN - ESTR - Resisténcia dos Materiais IV — Luciano Lima



b) Coluna CD (indeslocavel)

| 733+917

Gc=10, Gy =——=0,247,K=0,76

26,7 +40
¢) Coluna FG (indeslocavel)

 733+917

Gr=1, Gg=——F—=0165,K=0,67

40+§40
2

d) Coluna DE (deslocavel)

Go = 0,247, G, = i’% — 0,630, K =114

e) Coluna GH (deslocéavel)

Gg =M=0,275, Gy =£=0,630, K=1,15
40+ =40 145
2
Exemplo 1.15

CAPITULO 1 FLAMBAGEM [

Determinar a carga admissivel P para o
pértico a seguir com contraventamento
diagonal e as seguintes dimensoes,
Lb = 12,2 m, Lc = 6,2 m, BC = W610x101,
AB = DC = W310x23,8, aco ASTM A36
o, =250MPa

Coluna W310x23,8
«=42,9.10% mm*
A = 3040 mm?

r«=118,6 mm
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CAPITULO 1 FLAMBAGEM

Viga: W610x101

6
lo 429107 o5
L. 6100

6
b _ 762107 _ 54500
L, 12200

Ga = 10 (base simplesmente apoiada)

70328

B = =011 K = 0,73 (pérticos indeslocaveis)
62459
L. 6100 _ _5143
My 1186
kL

£ =0,73.5143=37,554

I

2 2 3
_ [277E o _ [27720010° o0
o, 250

Fg_5,33754 1(3754)" o o
3 81257 81257
o 3T | —1342WPa
""dm 178 212572 | 7
Py = 0o A=1342
mm

Supondo portico deslocavel

GAZlO

L
Ge=0,11 K=17 .. —==51431,7=8743
r

X

FS =189 = o, =1003MPa = P = 304,8kN



