Capitulo 5

Viga sobre Bases
Elasticas

Professores Luciano Lima e Andre Tenchini




Vigas sobre Bases Elasticas

« Este capitulo apresenta as bases para o estudo estatico e elastico da flexao
simples de vigas suportadas diretamente pelo terreno

 Neste sentido, este terreno constitui, entao, num apoio elastico continuo

para estas vigas

Trilho de Trem

Fundacao Direta
(Sapata)

Fundacao
Indireta (Estacas)
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« Fundacao Direta (Sapatas)
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Fonte: http://https://www.ecivilnet.com/dicionario/o-que-e-fundacao-direta.html
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 Trilho de trem

Fonte: http://br.suyurailway.com/ShowProducts.asp?id=45
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Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/11856308/
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Vigas de comprimento infinito

q (X)

d*y
Elz d? — —ky

I

I

I

I
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I . .
I A solucéo geral da equacao acima pode ser escrita
I da seguinte forma:
I

I

I

I

v

y =P (A.cospx +B.senpx)+e P (C.cospx + D.senpx)

Fazendo: K
4l—— =P
4El,

k — resisténcia do solo (N/mm?)



Vigas de comprimento infinito aos” UERJ

Tipos de carregamento: Carga concentrada

o Usando a equacao geral e admitindo que o
deslocamento vertical e as curvaturas, em
00 pontos infinitamente distantes de P, sao

o0 0]
¢ %325? TR ;';52 _ TR % a _X> iguais a zero, tem-se:

y >x~ow y=0 - A=B=0

y = e‘ﬁx(C. cosfx + D.senfx)
P/Z As constantes C e D devem ser
M determinadas pelas condicdes na origem:
d
00 o) 00 (_Y) = ( — C=D
«— T E=—====== --> dx
' S e TN x=0
Plano de simetria wke Portanto, a equacao geral torna-se:
Y v

y = Ce P*(cosBx + senfBx)

O - origem das coordenadas
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Tipos de carregamento: Carga concentrada

Com a equacao que descreve os deslocamento
ao longo aviga, podemos ter:

y = Ce P*(cosfx + senfBx)

<¢ % = —2BCe P*senpx

X
dev

2B°Ce P*(senBx — cosPx)

A constante C pode ser obtida pela condicGoem x =0
considerando o cortante:

P d3y P
=P s gy !
Va=o 2 dx3 2
P B P
EI[4,B3Ce‘Bx(cos,Bx)]x=O == — | = T BEI

ooooooooo

dx? N

<“ dy _ 4B°Ce P*(cospx)

PB

y = ﬁ eBX (cos[}x + sen[?)x) Deslocamento

Momento
Fletor

dy P _
M=—FEl, —L = —— e P*(senBx — cosPx

axd

Relembrando

dy__ M dy_ vV ody_q
dx¥ El  dx* El  dx* El

As equacdes acima sdo complexas.

Entao, faz-se uso de equacoes
auxiliares
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Tipos de carregamento: Carga concentrada

Funcdes auxiliares:

Csi

fl(p — e P*(cospx +senpx) Sy =P (senpx—cospx) - o =g COSPX ¢ =e P*senPx
2 3 2
=22 ol Mg Lo v -, 0 Pap) P
Deslocamento Momento Fletor Cortante Rotacdo
Com o uso das funcdes auxiliares, é possivel Px ¢ L4 6 g
simplificar o uso das equagdes através da Tabela | 0-0 | 1.0000000 | 1.0000000 | 1.0000000 | 0.0000000
20 lado. 0.1/0.9906500 | 0.8099840 | 0.9003170 | 0.0903330
0.2 0.9650673 | 0.6397540 | 0.8024106 | 0.1626567
Como pode ser observado, com o valor de fix, 0.3/0.9266574 | 0.4888039 | 0.7077307 | 0.2189268
‘;aiﬁi;’fefra verificar o valor das funcoes 0.4 0.8784406 | 0.3563707 | 0.6174056 | 0.2610349
0.5/0.8230670 | 0.2414944 | 0.5322807 | 0.2907863
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Vigas de comprimento infinito s’ UERJ
Tipos de carregamento: Carga concentrada
fi _px Psi —Bx eta _Bx Csi _Bx
p=¢e (COSBX 4+ sean) Y =—€ (sean — COSBX) 0=e " cosPx EJ =€ ""Se an
P3 dy P d’y _P dy Pp°
=~ M= —El - _ T
Y= o) cod -ap?VP)  Q=-Ep_g=ce(x)  g=—m A
Deslocamento Momento Fletor Cortante Rotagao
Exemplo: Qu_al S?ria o deslocamento do 100x1 /1_00\
ponto de aplicagao da carga concentrada de y = @(0) = —K1,0|= 1,25 mm
100 N de uma viga infinita? 2x40 80
— N
k=40N/ pﬁ |
o (Bx) Bx ® \; 0 &
1 —>0.0 1.0000000|1.0000000 1.0000000/0.0000000
0.1/0.9906500/0.8099840/0.9003170/0.0903330

f =1mm
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Tipos de carregamento: Carga concentrada

‘l'P

1
|
1
|
1
o M=-El, —Z=—w
|
I

@ -] d2y P
dx- 4p
[
Convencao de sinais: 3
° Q=-El, d_Z _F
® dx> 2

P e y > Positivos p/ baixo
M e Q - Convencao classica de sinais
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Tipos de carregamento: Carga uniformemente distribuida

Q2
Q.
X

gdx
X

- Je—
L

N\

by

1
R RS IR

o0
2 _________
X
; a_y b Vi ;
7 A / /I/
y 4
v (a) Dentro da zona carregada y 0 (b) Fora da zona carregada

Teremos dois casos para este tipo de carregamento: ponto de analise dentro

ou fora da atuacao da carga
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Tipos de carregamento: Carga uniformemente distribuida

gdx
O deslocamento em C, produzido por um

X
i b

7 elemento qdx da carga € obtido substituindo-
‘l"l"!' ‘l' ‘L% ‘l'\l'q se P por gdx na equacéao :
o0 A !C B 00 ’
R e ' _; y = q3—xe‘BX (cosPx + senpx)
8B°El,

, a l b /
7 7 7
!
Y v (a) Dentro da zona carregada O deslocamento em A provocado pela carga
distribuida ao longo do comprimento € sera:
_ 9 dy _qp 2 b
y = E[Z—@(ﬂa)—@(ﬁb)] ol Xkﬂ(ﬂa)—(ﬁ(ﬂb)] y=| qux e P (cospx + senpx)+ | q3dx e P (cosPx +sen
) 83°EL 2 83°EL
M=zl )] a=Elvpa)-vipol
y = %(2 ~e™cosfa—e cos,Bb)
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Tipos de carregamento: Carga uniformemente distribuida

Q2
Q.
X

X

) +qu
|

TRRR!

N\

by

LT e——————
X
A a /:/ b A
Y V¥ (a) Dentro da zona carregada
y=l2-o(pa)-0()] < =Llp(pa)- () y=Lfo()-o(p)] =L lolpe)- (o)
M= 2rlém) - m)] a=Llupa)-v(po] M= ER)=Emll - a=elv(se)-v ()
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Tipos de carregamento: Carga momento

DA 2 )
s ¥ «
2 UERJ o
9% I & UER

Pode-se fazer o problemarecair no caso
de carga concentrada substituindo-se a

carga momento M, por um binario com a
tendendo para zero:

Y00 = im0 o) olp(c+al} =
Pﬁ a—>
y= o= P {cp[s<x+a>]—<p<ax>}

2k a—0 a

(x) =

. [ fix+h)-f i
Entretanto, sabe-se que, m{ ( 3 ( )} &
uma derivada.

dy M,B°
» di= ‘:(B w(Bx)

M
Q) =—T°B<P( X)

000000000
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Tipos de carregamento: Carga momento

|
]
|
. . I
Convencao de sinais: e
I
|
I

P e y > Positivos p/ baixo
M e Q - Convencao classica de sinais
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Vigas semi-infinitas com borda livre

q (x)

P P
Elim l l - Procura-se entao a maneira pela qual pode-

—> -> Se fazer com que sua resolucao recaia na
X solucdo de uma viga infinita (problema
resolvido anteriormente)

;—,OBW(/BX)_F%H(IBX):_MA Py =4(8M, +Q,)
<—PO M, 3 — <MO:—3(2,BMA+QA)
—r0B)-=eB)=-0, LT P
—_ >

X Assim, a resolucao da viga semi-infinita seré
a resolucao da viga infinita submetida ao
carregamento da semi-infinita, acrescido
das cargas P, e M, definidas acima,
atuantes em A®sq,
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Vigas semi-infinitas com borda livre

I MA

P

i Fa
yv

IDtotal =P+ PO =4P

0 0
P P
Mff:@l/i}ﬁx/)':E Q£=§%=g
I1 1
P P
Py =4(BMy+ Qy) = 4(,8@4'5) = 3P
2 2 P P
M, = _E(Z,BMA +0Q4) = _E(Z'BE-I_E) =T
4P 2P 32
y=y"+y" =2—If<p(ﬂx) —7%5(396)

2P 2P
y ==Ll — £80)1 = 2L 6(px)

M= MP + MM = %w(ﬁm _ %ewx)

P P
M =2 [b(x) - 0(Bx)] = —55(Bx)
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Vigas finitas com bordas livres

As cargas Mgy,, Poa, Mg € Pyg S80 aplicadas
em Aesd e BdI" respectivamente. As partes a
esquerda de A e adireita de B das vigas
Infinitas ficam inertes.

(POA POB MOA IVlOB _
E\V(O)JFR\I/(WF—Z 9(0)+—2 9([35)— Ma

P P M M
-T2 0(0)+ £ 0(pr) - ol0)+ 2 0fpr)= -0,
Poa Pos Mo, Mg _
EW(B')JFE\V(O)JF 9 9(B€)+ 5 9(0)— Mg

P

P M M
-2 0(pe)2.000)- 2 0lpr)+ 2 0(0)= 0,




Exemplos — Viga de comprimento infinito ‘.

Exemplo 5.1

Obter os deslocamentos verticais e os momentos

fletores atuantes sob os pontos de aplicacao das

cargas de 50 kN indicadas abaixo para a viga
infinita cuja rigidez a flexdo El é igual a 10* kN.m?2
e gue se apodia sobre um meio elastico cuja
constante de mola é k = 4x10% kN/m?

P/
2K

y:

o(px)

w(Bx)

4

¢

W

g

0.0

1.0000000

1.0000000

1.0000000

0.0000000

1.0

0.5083260

-0.1107938

0.1987661

0.3095599

2.0

0.0667407

-0.1793794

-0.0563193

0.1230600

3.0

-0.0422629

-0.0563148

-0.0492888

0.0070260

Ponto O:

Ponto A:

—

oo
oy |

P P
1 Py 3 Pa
oo

%5 A

B BIISINEINE IS HWE IS st
'1"‘ lm‘}‘ Im#* Im=—
l

-
%

: P1=P2=P3=P4 =50kN

I
' K 4\/4.104KN/m2 ZW:%
m

4E|

y
—4
p 4.10*KN.m?

| P | P2 | P3| P4
Bx 0 1 2 3

0,5083 0,0667 -0,0423

¢® 1

-0,1108 -0,1794 -0,0563

W 1

1950
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Exemplo 5.1 By p P g

Obter os deslocamentos verticais e os momentos = oJ IA l“' 1 0’ .

fletores atuantes sob os pontos de aplicacao das < [ o
cargas de 50 kN indicadas abaixo para a viga ”".”"”fﬂﬁjfffﬁ’i /f///s///sa/m

infinita cuja rigidez a flexdo El é igual a 10* kN.m?2

e que se apodia sobre um meio elastico cuja : P1 = P2 =P3 = P4 =50kN

constante de mola é k = 4x10% kN/m? |

P ‘{F \/4104KN/m F_/
HEREREREN &\ aowune 4/t =/
Px 0 1 2 3

0 1 0,5083 0,0667 -0,0423
v 1 -0,1108 -0,1794 -0,0563
M, i\p (Bx)= 20N (1-0,1108 —0,1794 — 0,0563 ‘:> My, =8,17kNm

e

50kN.
8, = i o(Bx) = ; /“ —(1+0,5083 +0,0667 — 0,0423) \:> 8, = 0,000957m
2k 2.4.10°kN/m?

Ponto O:




Exemplos — Viga de comprimento infinito = *«w+" Y

Exemplo 5.1 By p P g

Obter os deslocamentos verticais e os momentos = oJ IA l“' 1 0’ .

fletores atuantes sob os pontos de aplicacao das < [ o
cargas de 50 kN indicadas abaixo para a viga ”".”"”fﬂﬁjfffﬁ’i /f///s///sa/m

infinita cuja rigidez a flexdo El é igual a 10* kN.m?2

e que se apodia sobre um meio elastico cuja : P1 = P2 =P3 = P4 =50kN

constante de mola é k = 4x10% kN/m? |

v K \/410 KN/m?
RN s o et VAR
Px 0 1 2 3

0 1 05083 0,0667 -0,0423 Devido a simetria existente (pois a viga é infinita),
os valores encontrados para as se¢des O e A sao
W 1 -0,1108 -0,1794 -0,0563 também validos para as secdes O' e A',
respectivamente

20kN (1-2(0,1108)— 01794 )= M, =7,49kNm

P
\IN :—\|1 BX
4
Ponto A: %“

_PB __ %0 _
3= o(Bx)= 2100 (1+2(0,5083 ) + 0,0667j:> 8, =0,0013m
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10k
Exemplo 5.2 = 35 Nimm -
Obter o deslocamento e o momento fletor no v i i i i ii LAL v
ponto A da viga infinita abaixo sabendo-se que El = } %x
344x10° N.mm?e B =6,3x 10* mm™.

Y . a Jb. a=476,19 mm
k= (6’(3;;‘:: ) x4x344x10°Nmm? | k =0217N/mm’ DS 108, fimm
(a) Carga concentrada yh = %(p(ﬁx) MF ,3 1P(,3x)

Bx = 6,3x10"*x0
p_10x10°x63x10™" = | yP —14,53mm px =0
yA = A )

2(0,217) 0(Bx) = 1

10x10° x1 v =t

X1U™ X
M’ = : = |M} =3,97kNm

4x6,3x10~




| 10kN
Exemplo 5.2 q =35 N/mm
Obter o deslocamento e o momento fletor no v i i i i ii LAL v
ponto A da viga infinita abaixo sabendo-se que El = } X
344x10° N.mm?e B =6,3x 10* mm™.
Y . a Jb. a=476,19 mm
k= (6’(3;;‘:: ) x4x344x10°Nmm? | k=0217N/mm? b= 156,73 mm
o _App_ _ _ G
fa = 0,30
39 _ —4
1= 2-0,7077-09003] = | yi =3161Tmm Bb = 6,3x107"x158,]
YA 2x0,217[ | . Ba = 0,10
35 6(fa)= 10,7077
q _
MA = » (0,2189 + 0,0903) — Mz = 6,82kN.m Q(ﬂb) =0,9003
4x16,3x10
£(fa)=0,2189
() =0,0903

Exemplos — Viga de comprimento infinito s~
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10kN

Exemplo 5.2 = 35 Nimm
Obter o deslocamento e o momento fletor no v i i i i ii LAL v
ponto A da viga infinita abaixo sabendo-se que El = } %x
344x10° N.mm?e B =6,3x 10* mm™.

Y . a Jb. a=476,19 mm
k= (6’(3"10 ) x4x344x10°Nmm? | k=0217N/mm? b = 158,73 mm

mm
(c) Total
Deslocamento:
— ~,P q
Ya=Ya tY, y, = 14,53 + 31,61 = 46,14 mm

Momento fletor:

My = MJ + M, M, =397 + 6,82 = 10,79 kNm




Obrigado




